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在 数学 的 教学 和 研究 中 , 经 常 需要 用 反例 来 说 明 某 个 命题 不 真 . 而 绝 大 多 数 的 
数学 书籍 , 主要 是 致力 于 证 明 在 某 些 条 件 下 某 一 结论 是 真 , 很 少 谈 到 在 男 一 些 条 件 
下 某 一 结论 是 真 还 是 错误 的 . 即 用 来 说 明 某 些 命题 不 真 的 反例 则 较 少 , 这 不 利于 学 
习 的 深入 . 因此 , 比较 系统 地 汇集 某 个 数学 分 支 的 反例 , 以 弥补 这 方面 的 不 足 , 无 疑 
是 很 有 益 的 . 基于 这 一 想法 , 作者 把 多 年 来 在 教学 实践 中 积累 的 实 分 析 方 面 的 反例 ， 
重新 加 以 整理 、 补 充 而 编 成 了 本 书 . 

为 了 适合 不 同 程度 的 读者 的 需要 , 本 书 编 人 了 不 同 难 易 程度 的 各 种 例子 . 因而 ， 
即便 是 刚 学 完 初等 微 积 分 的 读者 , 也 能 从 书 中 有 所 得 益 : 而 某 些 较 难 的 例子 (在 本 书 
的 题 号 上 加 * 号 ), 甚至 对 专家 来 说 , 也 不 失 其 参考 价值 . 本 书 所 指 的 反例 , 它 的 含 
义 比 较 广 泛 , 譬如,“ 无 处 单调 的 绝对 连续 函数 ”就 是 “每 个 绝对 连续 孔 数 必 在 某 个 
非 空 子 区 间 上 单调 ”这 一 命题 不 成 立 的 一 个 反例 . 

本 书 的 取材 , 主要 是 从 各 种 有 关 的 书籍 以 及 散 见 在 各 种 数学 杂志 上 的 反例 中 挑 
选 出 来 的 ; 也 有 一 些 例子 是 作者 在 教学 实践 中 提出 并 构造 出 来 的 ; 男 外 , 也 有 部 分 例 
FIRK B. R. Gelbaum 和 J. M. H. Olmsted 合 著 的 Countereramples in Analysis 
一 书 (有 中 译本 , 高 枚 译 ). 阅读 本 书 所 需 的 预备 知识 , 编者 假定 读者 已 经 掌握 , 因此 ， 
书 中 只 准备 了 很 少 的 说 明 . 每 一 章 都 以 引言 开始 , 用 来 明确 所 用 的 记号 、 术 语 和 定 
XL. 也 陈述 了 一 些 有 关 的 定理 , 这 些 定理 或 者 是 构造 某 些 反例 时 要 用 到 , 或 者 是 为 了 
衬托 某 个 反例 . 此 外 , 在 许多 例子 的 后 面 , 以 “ 注 ” 的 形式 把 这 个 反例 与 某 个 正面 的 
命题 相 比较 , 以 便 读者 更 好 地 了 解 到 这 个 命题 的 条 件 所 起 的 作用 和 所 举 反 例 的 意义 . 

中 国 科学 院 学 部 委员 、 业 师 程 民 德 教授 仔细 地 审阅 了 书稿 并 提出 了 许多 有 具体 而 
又 十 分 宝贵 的 意见 : A. C. Thompson 242 O 给 作者 以 很 大 的 鼓励 , 并 提供 了 一 些 
例子 ; 云南 大 学 卫 念 祖 教授 、 陶 锟 教授 始终 关怀 本 书 的 编写 和 支持 ; 杨 华 康 、 杨 富 

OA. C. Thompson 系 加 拿 大 数学 教授 , 1979 年 9 月 至 1980 年 7 月 曾 在 我 国 讲学 , 并 在 南 
京 大 学 主持 了 一 个 泛 郴 分析 讨论 班 . 
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春 、 丁 应 和 恒 、 李 小 娥 、 刘 正 荣 等 同志 阅读 了 本 书 的 部 分 书稿 , 并 提出 了 许多 有 益 的 
建议 ; 本 书 的 责任 编辑 同志 仔细 地 审读 了 书稿 全 文 , 并 且 对 本 书 各 个 部 分 作 了 核对 ， 
对 他 提出 的 意见 , 作者 也 作 了 考虑 . 

对 上 面 提 到 的 所 有 的 人 , 作者 表示 深 深 的 谢意 . 

由 于 作者 水 平 有 限 , 加 之 定稿 时 间 匆 促 , 一 定 存 在 不 少 缺点 , 撞 切 期 望 专家 和 读 
者 子 以 批评 指教 . 


汪 林 
初稿 1983 年 3 月 
定稿 1985 年 7 月 于 云南 大 学 


在 学 习 和 研究 数学 的 过 程 中 , 经 常 需要 从 正面 肯定 某 个 命题 的 成 立 , 或 从 反面 
否定 某 个 命题 不 成 立 , 从 而 更 有 利于 学 习 的 深入 ， 因 此 本 书 自 出 版 发 行 后 , 就 受到 
读者 的 欢迎 和 好 评 , 经 有 关 专家 推荐 再 版 . 出 版 社 对 书 中 的 部 分 芍 漏 进行 了 修正 . 由 
于 作者 的 水 平 有 限 , 书 中 仍 有 可 能 存在 不 妥 之 处 , 敬 请 专家 和 读者 予以 批评 和 指正 ， 


汪 林 
2013 年 10 月 于 昆明 
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j9. SES SERI HELERDEMEL ee renr rir Asner iR Wotéf:3Ea 
23. pé PERSREHHEÉ e mm mmu 
24， 两 个 正则 函数 , 构成 非 正则 的 复合 函数 
25. [0,1] 的 一 个 闭 子 集 Xo 及 Xo 到 Xo 上 的 两 个 可 换 连 续 映 射 f, g, 不 存在 fig 


C RN Lois ERE GPL ITPLiEREN PEST DX XR 
函数 了 = f(u) u = g(r) 适合 ima f(u) = B,limz; a g(r) = A, 但 
TEE COL S a EE ILI TIR eee 
函数 y = flu) fl u = glx), EE GERA flg(z)] 处 处 连续 , 并 适合 limus 
f(u)-—e, lim,.,g(r)-—b, lims ojlgz] 关 c o 


28. ERR f(z)(n = 1,2,---) 在 xo 均 连 续 , 而 f(z) = sup, fn(z) 在 vo 间断 . +- 
29， 一 个 无 处 连续 函数 , 其 反 函 数 却 处 处 连续 . I 
30， 有 限 区 间 上 的 一 个 一 对 一 的 连续 函数 , 其 反 函 数 不 连 续 . e n 
31， 不 能 作为 任何 连续 函数 序列 的 极限 的 函数 
32. [0,1] 上 的 一 个 函数 f, 它 的 连续 点 所 成 之 集 在 [0, 1] 中 稠密 , 但 f 不 是 某 个 连 


Ha NU DEN, (aus cadudex eia dd a WW enx RACK SUR Ro 


33. [0.1] 上 的 一 个 具有 不 可 数 间断 点 的 函数 , 它 却 是 某 个 连续 函数 序列 的 极限 … - 
， 函 数 序列 { Pt” }， 对 于 任意 固定 的 n, 当 大 一 oo 时 《及 ”"(z)} 处 处 收敛 于 


f? (a), 而 当 n 一 oc 时 {f (2)) 处 处 收敛 于 jz), 但 CAE? (0) ) 的 任何 子 


FICOKBRREUPAET- FO, eese mre mmm rm RENE REC RES 
35， 仅 在 有 理 点 间断 的 严格 递增 的 函数 . 
36. fE Cantor 集 上 连续 而 在 它 的 邻接 区 间 上 无 处 连续 的 图 数 . ...........…- 
37. 在 Cantor 集 上 无 处 连续 而 在 它 的 邻接 区 间 上 连续 的 函数 . ..…...…..-.…- 
38， 在 任意 给 定 的 Fo USE ERIT BED n e 
39. [0.1] 上 的 一 个 函数 f, 它 的 连续 点 所 成 之 集 4 与 间断 点 所 成 之 集 B 在 [0, 1] 
内 者 稠密, 且 对 任何 开 区 间 (a,B) c [0,1], 交集 AN (o,8) 5 BNA (a, B) 部 
且 有 连续 统 的 热 . Ss ee 
40， 不 能 在 全 轴 上 作 连 续 扩 张 的 有 界 集 上 的 有 界 连续 图 数 . e 
41， 以 一 个 任意 的 非 紧 集 为 定义 域 的 连续 的 无 界 函 数 . 66 
42. (0,--oc) 上 的 一 个 实 值 函数 f, 它 在 无 穷 多 个 点 上 连续 , 且 对 每 一 € (0, 十 00)， 
f(z)=0 当 且 仅 当 fO) FAO 
43. [0, 十 20) 上 的 一 个 连续 且 有 界 的 函数 , ETE [0, +00) 上 不 一 致 连续 … ..……- 
44， 两 个 一 致 连续 的 函数 , 其 积 不 一 敏 连续 .i 
45， 一 个 一 致 连续 的 函数 , HRR M BOE n n n nn 
46， 两 个 间断 函数 , 其 最 小 值 卫 数 却 是 一 臻 连续 的 . e f n 
47， 在 开 区 间 4 与 12 上 均一 致 连续 , 但 在 h U 上 不 一 致 连续 的 函数 . se 
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H x 


PUT HACER f,g, 其 中 上 连续 而 g 间断 , BRA RR f o g 却 是 连续 的 单调 
函数 pe 


. Wil zu —4ToabSSE——*N. RR RR II 
. 两 个 严格 递增 的 函数 , 其 积 不 是 单调 函数 e 
MES S LUI D EEREESRILDTERILIOIILTTITTTLTSLTDLTLLSLLIITID 
.以 一 个 任意 的 非 紧 集 为 定义 域 的 连续 的 有 界 函 数 , OB 6 
.定义 域 为 紧 集 的 没有 局 部 极 值 的 有 界 函 数 .i 


有 无 穷 多 个 局 部 极 大 值 而 无 局 部 极 小 值 的 函数 
处 处 取得 局 部 极 小 值 的 非常 值 函数 


;， 在 每 个 区 间 上 有 一 个 真正 局 部 极 大 的 函数 


具 尖 外 信和 性 质 的 间断 冰 铸 eR RR RII II 


.两 个 具有 介 值 性 质 的 函数 , 其 和 却 没 有 介 值 性 质 . e 666 


定义 在 [0,1) 内 而 取 值 于 [0,1] 中 的 一 个 无 处 连续 函数 , 它 在 每 个 任意 小 的 非 

室 于 区 间 上 都 说 居 (0,1] 中 的 一 切 值 ss moerore 
一 个 无 处 连续 的 开 函 数 , 它 在 任何 区 间 上 都 不 有 具有 介 值 性 质 . :| 
一 个 无 处 连续 函数 f, 而 具有 性 质 jz +y) = fe) 十 人 
若干 个 半 连 续 函 数 , 它们 的 和 是 一 个 无 处 半 连 续 的 函数 : 
T Hil 值 函数 并 不 半 连 续 . ooe 


et E $5 sad VAGUE cet e elim. E Lois ta d 8s 
一 个 连续 映射 , 使 某 个 无 界 闭 集 的 像 不 是 闭 集 . e 66 
DARE A. 以 及 从 A 到 单位 闭 区 间 [0, 1] 上 的 一 个 连续 映射 e n e 


人 
[Sue — ERBERT BEER S e m mme 
存在 一 个 可 微 函 数 S, 而 其 绝对 值 函数 | 用 并 不 可 微 . 
一 个 无 处 可 微 函 数 f. f lima sse n[f(z + 1)— f(2)) 存在 . «se 
关于 乘积 函数 可 微 性 的 例子 
X abeg e E RR mmm mRhe 
处 处 有 导数 (不 必 有 限 ) EO 
两 个 在 点 xo 均 可 微 , 而 使 max{f,9} 与 min{f, g} 在 zo 部 不 可 微 的 函数 f 

figor etes kam RR RCETURRRIIPRSRSERAYDUME A ra ea wmi 
[a,b] 上 的 函数 f, 它 满足 Role 定理 的 三 个 条 件 中 任 两 个 条 件 , 但 不 存在 € € 

(a, b), 使 F(E) Hp e iaie ma a Rh minem ósea dn me sons s fa eee E E Da 
函数 f, CE [a,b] 上 有 连续 的 导 函 数 f^. 但 对 [a,b] 内 某 点 E, 不 存在 ai, x2, 

使得 Meu fim) = FE) LEL ppe ree hme t aiea 


Toii 


o cp (lg Bg Ae nr itc (EL eR. & uere S oed egy wi CR S E Uo 8 ect vr OU Serie ae ptm I t 
. L'Hospital M R X B] E (LERRA AR e e I 


—^A (EM SUE BL (LI JC RT CR, CRRA RETE sss 
一 个 连续 函数 , 它 在 原点 的 每 个 邻 域内 有 无 穷 多 个 局 部 极 值 . ens 
函数 S, 使 imo[f(z 十 有) 十 f(z 一 h) 一 2f(z)]/h? 存在 而 f" (n) BEE. 


. [0,1] 上 的 一 个 可 微 函数 , 其 导数 在 无 理 点 连续 而 在 有 理 点 间断 . ee 
i. [0,1] 上 的 一 个 可 微 消 数 , 其 导数 在 已 给 的 非 空 完备 疏 集 上 无 处 连续 . ee 


一 个 具有 连续 导数 的 严格 递增 函数 , FESTE CL In se iE THOSE . -…- 
一 个 严格 递增 的 连续 师 数 ， 它 不 处 处 可 微 , sr 
一 个 单调 函数 , 其 导 函 数 并 不 单调 .i 
R! 上 的 一 个 严格 单调 的 有 界 可 微 函 数 f, (E lima sese 了 (Xz) 才 0 
一 个 在 某 点 有 极 值 的 可 微 函 数 , 它 在 该 点 的 左右 两 侧 都 不 是 单调 的 .- : :...…: 


.一 个 可 微 函 数 f. fl f (xo) > 0, 但 了 在 包含 点 zo 的 任何 开 区 间 内 都 不 是 单 


a ra ROGER A IRA LIEN Sg ee rd RS 


3. K f. 使 f(x) 与 f(z) = lim, co[f (£ +h) — f(x — h)|/(2h) 在 z= zo 都 


I e hem mmi 
一 个 可 微 函数 f, 当 x 为 有 理 数 时 , f(x) 为 有 理 数 , 而 f(x) 为 无 理 数 . . ...- 


. (0,1) 上 的 一 个 可 微 函数 f, 使 limx or f(z) = oc. fH lima os f'(x) = oo 


;，(0,1) 上 的 一 个 可 微 函 数 f, 使 了 在 (0,1) 上 有 界 而 f (E (0,1) 上 无 界 . ..…- 


在 已 知 点 a1,a2,… ,an 没有 导数 的 连续 函数 . e 
在 无 理 点 可 微 而 在 有 理 点 不 可 微 的 连续 函数 . .7 


， 处 处 连续 而 无 处 可 微 的 函数 HR RII 


处 连续 而 仅 在 一 点 可 微 的 函数 
任 给 Gs 型 的 可 数 集 E, 可 构造 非 减 函 数 f. 其 导数 满足 条 件 : f(e) = oc 
(r € E), Fæ) = 0 (r€E). Mau wo* gowww s 9 4 Xue B Y NS RUETSXI35 SEE 


， 无 处 存在 单 侧 导 数 (有 限 或 无 穷 ) 的 连续 函数 .i 
3. [0,1] 上 的 一 个 无 穷 可 微 函数 f, 使 {z : f) 20) AAISPIBES. s 
34， 函 数 f, E fe Hr[a.09, 而 fEH [lab0],0<a<B e à à à & 
5. BA f. 使 fe HI!'( 一 00, 十 00), 而 对 任何 a(0 < o « 1), fe H^(—oo, +00). -- 
. WE a 阶 Holder 条 件 的 无 处 可 微 的 连续 函数 .i 


不 满足 任何 阶 Holder 条 件 的 可 微 函 数 . e e Ó 
处 处 可 微 而 无 处 单调 的 函数 
在 每 个 非 空 区 间 上 都 能 取得 局 部 极 大 值 和 局 部 极 小 值 的 可 微 隐 数 .. - ----.…- 
满足 Lipschitz 条 件 而 无 处 单调 的 函数 


第 四 章 Riemann 积分 i 


0. 
l. 


入 
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"vi: B x 

2. 没有 原 函 数 的 (R) 可 积 孙 数 . RI e e AI 81 
3. ”在 任何 区 间 上 都 没有 原 函 数 的 (R) TRR- Bn 81 
4. 在 闭 区 间 上 有 原 函 数 但 不 (R) 可 积 的 函数 . n 81 
5. M FWE Fo 集 作为 间断 点 ive R) RAE en nnn 82 
6. 与 (R) 可 积 函 数 对 等 但 本 身 并 不 (R) 可 积 的 函数 . n 82 
7， 一 个 (R) 可 积 图 数 , 在 某 个 可 数 集 上 任意 改变 它 的 值 (但 这 些 数值 全 体 要 组 成 

有 界 集合 ), 而 不 影响 它 的 可 积 性 … e 82 
8. 复合 函数 是 否 (R) 可 积 的 各 种 实例 BB 83 
9. 两 个 消 数 f 5 g,fü f? 55 g? e (m) 可 积 而 (f 十 g)? 并 不 (R) 可 积 .: ..... 85 
10， 一 个 有 界 函 数 序列 的 极限 , 它 在 任何 非 空 区 间 上 都 不 (R) 可 积 . e nne 86 
I1. 一 个 (R) 可 积 函 数 序 列 , 其 上 确 界 函 数 并 不 (R) 可 积 . e e n 86 
12. pamm T T BEBRIBEERAT II ERRORES e 86 
13， 一 个 (R) 可 积 函 数 f, 使 g(x) = 户 f(t)at 处 处 可 微 , 但 在 一 个 稠密 集 上 ， 

g'(x) £ FF) 87 
14. —^ (R) 可 积 函数 f, 使 g(z) = fe f(t)dt 不 处 处 可 微 . 87 
15. PAX f 和 g, 使 得 f 在 [a,b] 上 (R) ir g 在 [a,b] 上 不 变 号 且 (R) 可 积 ， 

而 在 (a,b) 中 不 存在 满足 等 式 J? f(x)glx)dx = FES? g(r)dr WJ E = 88 
16. RÉ S A g, f [7 fle)dgie) i f’ pieri 均 存在 , 而 [^ f(z)dg(z) 不 存 

在 (a « c « b). 人 88 
17. PROC S A g, 使 (^ f(x)dg(a) 存在 ,但 改变 了 在 某 个 点 的 值 , ?f(z)dg(z) 就 

和 89 
18. (0,1) 上 的 一 个 无 界 函 数 , 其 广义 (R) 积分 f f(z)dz 不 是 对 应 的 积分 和 式 

YU flé) Ar: 的 极限 . ooo 89 
19. (0,1) 内 的 一 个 单调 函数 六 使 lm < $7551 Lf (E) 存在 而 了 并 不 广义 (R) 

n 3 "——-——————————— E A a 90 
og. kam AR A PAR sese mr RI mmi 90 
21. PR f Fg. fi f T X. (R) 可 积 而 g 有 界 , 但 fg 并 不 广义 (R) 可 积 . ...…. 91 
22，[0, +œ) 上 的 一 i EE [0, +00) 的 任何 有 限 子 区 间 上 取 正 值 有 界 、 可 

积 , 并 且 积分 fL 7 (f ())^ dz 当 o — 工时 收敛 , 而 当 a 为 不 等 于 1 的 实数 时 

| MET PE a iaa e aawo i ea a Aa a a a G a a S am a 92 
23. RZ f; 使 | 有 | 广义 (R) 可 积 而 f£? 并 不 广义 (R) TFR eee e e n n nn 92 
24. [1, +00) 上 的 一 个 函数 f, f. f? 广义 (R) 可 积 而 [f| 并 不 广义 (R) 可 积 93 
25. Æ [1, +00) 上 广义 (R) 可 积 的 正 值 连续 函数 f, 使 ims susc f(z) 关 0.. 93 
26. | 文 积分 o f(x)dx 收敛 而 在 每 个 区 间 [a, 2-oe)(a > 0) 上 f(x) 是 无 界 、 

JE EAE ew o kr rtm a a mao o] meh n 94 
27， 一 个 有 理 函 数 R， 使 对 任何 在 (—oo, oc) 上 广义 (R) 可 积 函 数 f, 都 有 

qe f[R(x)]dx = f po FOA. o recken a a a Hh 94 
28. Cauchy 主 值 为 有 限 的 发 散 广义 积分 . e n e e etenean 94 


AAE KADE 4meckia gs eA ra d ReexDE|U peek Ea Rune EG d nie gs 95 
MEC = e E e a a A E DE A 95 
1. 一 个 收敛 级 数 D i an E bot 0 d AEREE EEEE LELLI 97 
2. 一 个 发 散 的 正 项 级 数 IE an, EDE, a2 BI e e n 97 
3. 一 个 发 散 级 数 并 = Las, 使 对 每 一 人 > 2, 级 数 并 < Lass 都 收敛. 97 
4. 一 个 收敛 的 正 项 级 数 Y ass 使 YS a Vas/ Vn RC e e e 98 
5. 一 个 发 散 级 数 3777 an, 使 Droi lan-1 十 aan) VES e n 98 
6. 级 数 77 an WSH. limno bn/an = 1, IE o bn 却 发 散 . ....…- 98 
T. 任 给 一 个 发 散 的 正 项 级 数 YT an, 可 以 找到 一 个 收敛 于 零 的 正 数 序列 (os, 

使 P wt 1 CnQn JSSAAEHE S sr amr mm RR 98 
8. 任 给 一 个 收敛 的 正 项 级 数 EO an, 可 以 找到 一 个 收敛 于 零 的 正 数 序列 {cn}, 

使 y aso, (EAR Re menn mne nns 99 
9. 给 定 使 lim, o bn = 0 的 正 数 序列 {bn}, 有 一 个 正 项 发 散 级 数 Y 77 ;an ih 

f limi.sa,-0H lim, od/ ba m I e 8 100 
10， 给 定 使 im |. bn = 0 的 正 数 序列 {bn} 有 一 个 正 项 收敛 级 数 77 an, 适 

A Hmacasüe/Un ROO. 9 Rr ir hme reos 100 
11， 给 定 一 个 满足 lim， cn = 0 的 正 数 序列 (es), AA ETKI YT an 

和 一 个 正 项 发 散 级 数 Pod i Un, 能 使 An fbn = Cue tmr 100 
12， 任 给 正 数 s, 可 以 找到 一 个 正 项 级 数 ES, an, 使 对 任何 正 数 o (0 < o < s), 

都 可 以 用 一 个 无 穷 子 级 数 来 表示 : Yogi ang S0 n n f e 100 
13， 一 个 正 项 级 数 , 使 任何 正 有 理 数 都 是 它 的 有 限 个 不 同 项 之 和 . ooo 101 
14， 通 项 趋 于 零 而 发 散 的 交错 级 数 . I I I e RÀ 102 
15， 一 个 发 散 级 数 377 an, 其 部 分 和 序列 有 界 且 lim, sx an = 0. nne 103 
16， 根 检 法 失效 的 级 数 . RII ÓAÓÓÓÓÓcÓcÓcÓcÓccc 103 
17，、 比 检 法 失效 的 级 数 . AÀÀÀ 4th 103 
18. limn—œ Vas 存在 而 lin ss an+iyan 不 存在 的 正 项 级 数 > an 104 
19， 两 个 收敛 级 数 , 其 Cauchy 乘积 级 数 发 散 . «8 e 6 6 66 104 
20， 两 个 条 件 收敛 级 数 , 其 Cauchy 乘积 级 数 绝对 收 伊 , 2 t n e 105 
21. 两 个 发 散 级 数 , 其 Cauchy 乘积 级 数 绝对 收敛 . 6 66 105 
22. 个 发 散 级 数 S7 an, 使 当 — 1,2.3,--- 时 ,limn (an+i 十 an+2 十 :十 

二 人 106 
23， 有 具有 发 散 重 排 的 收 化 级 数 . RR A A HR 106 
24， 存 在 一 个 发 散 级 数 , 用 重 排 不 可 能 加 快 其 发 散 程 度 . o n n 66 107 
25. 存在 一 个 发 区 级 数 , 用 重 排 可 以 任意 减 慢 其 发 散 程度， 108 
26， 一 个 实数 序列 (a, V. 使 级 数 并 Lal, 当 1 — 5 时 发 散 , 而 当 1 不 等 于 5 的 任 

何 奇 正 数 时 收 合 和 109 
27. AKARA Soo an, 使 形 如 ap + akpi + aen 十 eeu ons 的 子 级 数 


(下 标 成 等 差 级 数 , k l 为 正 整数 ) 都 收敛, 而 Yo an 并 不 绝对 收敛 .… 109 


< viii ， B x 

28.， 一 个 收 伍 级 数 an, 使 形 如 ar + aki de ago 十 :… 的 子 级 数 (下 标 成 几何 
R k < 1, L« 2 均 为 正 整数 ) 都 收敛, 而 o an 并 不 绝对 收敛 . : . .... 109 

29， 任 意 地 划分 奇 正 整数 集 为 两 个 没有 公共 元 素 的 子 集 D 和 C, 一 个 实数 序列 
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0. 引言 . 

在 这 里 及 今后 , 每 章 开 始 时 , 我 们 先 介绍 一 些 定义 和 记号 , 并 陈述 一 些 有 关 的 命 
题 , 它们 对 于 了 解 本 书 各 章 的 内 容 是 必 不 可 少 的 . 

设 4 是 某 些 对 象 的 任 一 集合 (简称 集 ), 车 a 是 4 的 元 素 (简称 元 ), 则 记 为 
ac A. Ea PEAKI, 则 记 为 ae A. i plr) 是 某 一 与 x 有 关 的 条 件 , 所 有 符合 
这 个 条 件 的 事物 x 所 组 成 之 集 , 用 {x : p(z)} 或 Efe : p(z)] 来 表示 . 不 含 任何 元 
的 集 称 为 空 集 , 用 o 来 表示 . 若 集 4 的 一 切 元 都 是 集 B 的 元 , WEK A 是 B 的 子 
集 , 或 称 4 包含 于 B, 也 叫 作 B 包含 A 记 作 AC B XX B5 A. 4 AC B 而 又 
B c A, WK A 5; B 48, iufE A — B. 

ik A, B 是 两 个 集 , 由 集 4 同 集 B 的 一 切 元 所 成 之 集 称 为 4A 与 B 的 并 (或 并 
集 ), 记 作 AU B. 所 有 既 属 于 A 又 属于 B 的 元 组 成 之 集 称 为 4 与 B 的 交 (或 交 
集 ), 记 作 ANB. Bl 

AUB={rz:7T€EA 或 ze B], 
AQNB={xz:xzEe A H xe B). 
fi ANB =Ø, WEK A 与 B 不 相交 . 

自然 , 并 与 交 的 定义 可 以 推广 到 一 般 的 情形 : 

[A = A acI, {E rE Aa}, 


acl 


N Aa = (r: 对 一 切 ae A x € Aa}, 


CET 
其 中 o 是 集 的 指标 , 它 在 某 个 固定 的 指标 集 了 中 变化 . 


ZI 实 分 析 中 的 反例 [1.0] 


由 集 A 中 不 属于 B 的 那些 元 的 全 体 所 组 成 之 集 称 为 4 与 B 的 差 , 记 作 ANB, 
即 
ANB = (r:r€ A H reB}. 


fi S > B, 则 称 差 SNB 为 B XT S 的 余 集 . 若 包 含 集 S 已 经 清楚 地 指明 或 由 上 
下 文 能 够 理解 时 , 就 简称 S\B 为 B 的 余 集 , 记 作 B". 

设 4 与 B 都 是 非 空 集 , 一 切 可 能 的 有 序 偶 (a,6) (其 中 a € A, b e B) 所 成 之 
集 称 为 4 与 B 的 直 积 或 Cartesian 积 , iJ A x B. 类 似 于 两 个 集 的 直 积 , 可 以 定 
义 任意 多 个 集 的 直 积 . 

设 4 与 B 都 是 非 空 人 若 按 照 一 定 的 法 则 f, 对 于 A 中 的 每 个 元 x, 都 存 
在 B 中 的 一 个 确定 的 元 y 与 x 相对 应 , 则 称 7 为 定义 在 4 上 取 值 于 B 中 的 一 
个 函数 或 映射 , 记 作 y = y FRE x 在 映射 了 下 的 像 ,对 于 固定 的 y, A 中 适 
合 关系 式 a = = f(x) a r 的 全 体 称 为 y 的 原 像 . 集 4 称 为 映射 f 的 定义 域 , 记 作 

D(f). F(A) = ae :ZE A) 称 为 映射 f 的 值 域 , 记 作 RO). dr 4 是 空 集 e. 我 
们 就 规定 dae - 

设 有 映射 f:A- B. f(A) = B, 即 对 于 B 中 的 每 个 元 y, 都 存在 4 中 的 
元 x, 使 f(x) = y, MEK f 是 一 个 满 射 ; 若 对 于 A 中 的 每 个 元 y. 都 存在 A 中 
唯一 的 元 x, 使 f(x) = y, 或 者 等 价 地 对 于 4 中 的 任意 两 个 不 同 元 zl 与 za, 都 有 
flx) Æ f(x2), WER f 是 一 个 内 射 或 一 一 映射 ; 若 f 既是 满 射 , 又 是 内 射 , 也 就 是 
说 , 对 于 B 中 的 每 个 元 y, 都 存在 A 中 的 唯一 的 元 x, 使 f(x) = y, WME f 是 一 个 
AM. 

设 映 射 f: 4 一 B 是 一 一 的 , 则 对 于 f(A) 中 的 每 个 元 y, 都 存在 4 中 的 唯一 
的 元 x 与 之 相对 应 , 这 样 我 们 便 得 到 一 个 定义 在 FA) 上 取 值 于 A 中 的 映射 , 称 它 
为 了 的 逆 映 射 , 记 作 f^: f(A) 一 A. 

设 有 映射 f: 4 一 B, H Bo C B, WEK A 中 的 那些 像 在 Bo 中 的 元 的 全 体 为 
Bo 在 映射 f 下 的 原 像 , 记 作 

f (By) = (x:x€ A, H f(x) € Bo). 

it A.B 是 两 个 集 , 车 存在 一 个 从 4 到 B XII f, 则 称 4 与 B 是 一 一 对 
应 的 , 或 者 说 , A 与 B 是 对 等 的 . e einig 类 , 不 对 等 的 集 不 
属于 同一 类 ， 对 这 样 的 每 类 集 予以 一 个 记号 , 称 这 个 记号 为 这 一 一 类 集中 每 个 集 的 势 . 
E 4 的 势 记 为 A. TE, AN A, B, 就 具有 相同 的 势 , 即 A=B . 

若 集 4 与 B 不 对 等 , 但 集 B 对 等 于 集 4 的 某 个 子 集 , 则 称 4 的 势 大 于 B 的 
p pie 的 势 小 于 A 的 势 , 记 为 AB. 或 B<4. 

与 自然 数 集 对 等 的 集 称 为 可 数 集 , 此 时 , 记 A= No. 易 见 , 4 为 可 数 集 的 充 要 
ai A 中 的 元 可 以 排 成 无 穷 序 列 的 形式 : 


CQ2 mn 


[1.0] 第 一 章 ”集合 ds 


任何 区 间 中 的 一 切 有 理 数 所 成 之 集 是 可 数 的 ; 任何 区 间 中 的 一 切 代数 数 所 成 之 
集 也 是 可 数 的 . 

车 4 为 有 限 集 或 可 数 集 . 则 称 4 为 至 多 可 数 集 . 

TE 4 的 势 大 于 可 数 集 的 势 , 则 称 它 为 不 可 数 集 . 例如 , KE [0. 1] 为 不 可 数 
fe. 若 集 4 对 等 于 区 间 [0.1]. 则 称 集 4. 具有 连续 统 的 势 , 此 时 记 A= N. 任何 区 间 
中 的 一 切 无 理 数 所 成 之 集 都 具有 连续 统 的 势 . 

现在 介绍 关于 一 维 欧 氏 空间 R 中 的 序列 和 子 集 的 一 些 基本 概念 和 性 质 

实数 序列 {xn} Mac], TEER o. meat c = D dried 
N, “4 n > N 时 , 就 有 


|En 一 了 | < &. 


这 时 称 序列 {rn} AT m, 而 称 x 为 {zw} 的 极限 , 记 为 
im za 三 让 或 r4 x (n oo). 
车 pes) 不 是 收敛 的 , 则 说 它 是 发 散 的 . 
设 {xz} 是 一 个 实数 序列 , AHERE e > 0, 存在 正 整数 N, 使 当 n > Nm» 
N 时 , 有 


[25 = £a] < €; 

WEK {£n} 是 一 个 Cauchy 序列 . 

Cauchy 收敛 准则 序列 {zx} KICHI C E Cauchy 序列 ， 

给 定 序列 {an}, 考虑 满足 ni < no <… 的 正 整 数 序列 (ni). 序列 {xn} PU 
WE {£n} 的 子 列 . 

Bolzano-Weierstrass 定理 有 界 无 穷 序 列 必 有 收敛 子 列 . 

it A 是 一 个 实数 集 , 若 存在 一 个 实数 M, 使 得 对 于 A 中 的 任何 数 v, 都 有 
r <M, MEM 是 A 的 一 个 上 界 . 类 似 地 , 可 以 定义 实数 集 4 的 下 界 . 若 4 BER 
ES. 又 有 下 界 , 则 称 4 是 有 界 的 . 

i 4 是 一 个 实数 集 , M 是 4 的 一 个 上 (下 ) 界 , 如 果 对 于 任意 的 s > 0, 必 存 
在 A 中 的 数 ce, 使 得 zz > M 一 (rc < M +e), WR M 为 实数 集 4 的 上 CF) 
确 界 . 我 们 ) H sup A 表示 A 的 上 确 界 , 用 inf A 表示 4 的 下 确 界 . 

有 上 CF) 界 的 实数 集 必 有 上 (下 ) 确 界 . 

ac x Wu a 的 任 一 fea a 的 一 个 开 邻 域 (简称 邻 域 ). 设 EC 
R!, a € E, 如 果 存 在 a 的 某 个 邻 域 (o, B), 使 得 (o, n C E, 则 称 a H E fj As. 

E 的 一 切 内 点 所 成 之 集 叫 作 五 的 内 域 , 记 为 E. 4 E= E’, WE E y R! 中 的 

开 集 . 

W EC R!, a € R!. ia WME—ASBI A E 中 除 a 以 外 的 一 点 , 则 称 a 
为 E 的 聚 点 或 极限 点 . 显然 , dy a dE ERA 则 含 a 的 任何 邻 域 均 含有 E 的 无 


nas 实 分 析 中 的 反例 [1.2] 


穷 多 个 异 于 a 的 点 . 其 次 , 还 容易 证 明 , a 为 E 的 聚 点 的 充 要 条 件 是 , E 中 有 点 列 
(a4) (a, Z on 2 1,2, ) HIKSACT a. 

集 E 的 一 切 聚 点 所 成 之 集 称 为 E 的 导 集 , 记 成 E'. 称 ELJE' W E nnn 
记 为 E. 集 E 的 导 集 E' 的 一 切 聚 点 所 成 之 集 , 称 为 E 的 二 阶 导 集 , JEU E". 
高 阶 导 集 可 以 类 似 地 定义 . 若 点 a 的 任何 邻 域内 既 有 属于 集 E 的 点 , 又 有 不 属于 集 
E 的 点 , 则 称 a WE E 的 边界 点 . EN E' 中 的 点 称 为 E 的 孤立 点 . 车 E' CE N 
PE KAK. A E= E, 则 称 EON. 

可 以 证 明 , 非 空 完备 集 具 有 连续 统 的 势 . 

若 集 E 的 闭 包 包含 集 A, WE: Ek A 中 稠密 . 特别 , 若 集 E 在 空间 RI qp 
密 , 则 称 它 在 R! 中 处 处 稠密 . 若 集 E 的 闭 包 不 包含 任何 非 空 开 集 , 则 称 E Tk R! 
中 无 处 稠密 , 或 称 E Ap. 一 个 集 叫 作 第 一 纲 的 集 , 如 果 它 可 以 表 成 可 数 个 踊 集 
的 并 集 ; 不 是 第 一 纲 的 集 , 就 称 它 为 第 二 纲 的 集 . 

直线 上 的 任何 非 空 开 集 G 可 以 表 成 (并 且 是 唯一 的 方法 ) 有 限 个 或 可 数 个 两 
两 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 . 这 些 开 区 间 称 为 G 的 构成 区 间 . 直线 上 的 任何 非 空 闭 
f F 是 由 整个 数 轴 去 邱 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 相交 的 开 区 间 而 得 到 , 这 些 开 区 间 
称 为 F 的 邻接 区 间 . AAE FO 是 有 界 的 , 并 令 inf F =a, supF = b, 则 所 说 的 邻 
接 区 间 通 常 是 指 仅 在 闭 区 间 [a,b] 内 的 那些 区 间 . 

可 表 成 可 数 个 开 集 之 交 的 任意 集 称 为 Gs 型 集 ; 可 表 成 可 数 个 闭 集 之 并 的 任意 
集 称 为 Fo 型 集 . 

所 谓 集 E 的 一 个 开 覆 盖 , 是 指 这 样 一 组 开 集 (Gas), 这 组 开 集 的 并 集 包 含 E. 
这 时 , 又 称 {Ga} AŽ E. 集 E MMR, 是 指 E 的 每 个 开 覆 盖 都 包含 覆盖 E 的 
有 限 多 个 开 集 (这 有 限 多 个 开 集 叫 作 E 的 有 限 子 履 盖 ). 在 R! 内 , 一 个 集 是 紧 集 当 
且 仅 当 它 既是 闭 的 , 又 是 有 界 的 . 

本 章 以 及 后 面 几 章 的 某 些 例子 , 还 要 用 到 p 进位 小 数 的 一 些 性 质 . 
1. &A 5 B, f$ A^UB^ Z(AUB). 

= [0,1], B = [1,2], W A? = (0, 1), B° = (1,2), 从 而 
A? U B° = (0,2) X (1). 

fH (AU B)? = (0,2), 因此 A° U B° Z (AU B). 

注 ”容易 证 明 , 对 于 任意 二 集 4 与 B, 有 

A*nB?*-(AnBy, A*UB°c(AUB). 

上 述 反 例 说 明了 后 一 包含 关系 一 般 不 能 代 以 等 号 . 
2. 集 4 与 B, 使 ANB#ANB. 

取 A=[0,1], B={1/2}U(1,2], 则 4= [0,1], B = (1/2) U [1.2], 所 以 

AnBe-e(12,.1k ANB —[1/2) 
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因此 , An B z AnB. 
注 容易 证 明 , 对 于 任意 二 集 4 与 B, 有 
AUB-AUB, AnBcAnB 
反例 说 明了 后 一 包含 关系 一 般 不 能 代 以 等 号 . 
3. REI) (A), fib 099 4 A2 (N An). 
设 An = (1 -— 4,1 + 4) n =1,2,--, W 


oc Oo oo o 
Arc (450). (Aa) z4IE eam, 
n=l N=1 n-l 


(À 2! = 2 AS. 


nl nl 


注 容易 证 明 , 对 于 任意 有 限 多 个 集 A, A., An M, 恒 有 
f (a) 
术 反 例 说 明了 不 能 把 这 个 等 式 推广 到 无 穷 多 个 集合 的 情形 . 
4. 集 序列 {An}, 使 UE An A UAn. 


BR! 内 全 体 有 理 数 为 riro; Tn ,再 设 An 是 由 有 理 数 ra 所 组 成 的 
单元 素 集 . TE 


cap 
> 

Il 
Eu 

g 

十 
8 
Cs 
>l 

l 

3 

F 


因此 


注 ”容易 证 明 , 对 任 意 有 限 多 个 集 Ai, An , An 而 言 , EA 
U Aj = U Ak. 
上 述 反例 说 明了 不 能 把 这 个 等 式 推广 到 无 穷 多 个 集合 的 情形 . 
5. Æ A 5 B, f$ (An By £z A'n B'. 


设 
dcdit. re iil. caes] 
一 和 PPE DE 
W (AN BY =Ø, A'N B' = {0}. 因此 , (An BY # A'N B'. 


注 容易 证 明 , 对 任意 二 集 4 与 B, 有 
(AU BY = A'UB', (AnB) c A'n B'. 
反例 说 明了 后 一 包含 关系 一 般 不 能 代 以 等 号 
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序列 {An}; 使 (Lupe. T 天 UP 14 


设 {71,72,… ,Tn,…} 为 有 mik. / 41， 为 单元 素 rn 所 组 成 之 集 , 则 对 每 一 
n, A =Ø, d 


n-l 


而 (UX An)! = (—oo, +00), 因此 


(Ù ^) s V An 


n=l n=l 


注 ”容易 证 明 , 对 于 任意 有 限 多 个 集 41, 4A2,… , An TUR 


(Ù D = JA. 

上 述 反 例 说 明了 不 能 把 这 个 等 式 推广 到 无 穷 多 个 集合 的 情形 . 
7. 使 (F°) 2 F HAR F. 

WF Æ R! 中 的 有 限 集 , 则 p 具有 所 需 的 性 质 

注 ”对 于 任何 闭 集 F, 显然 有 

(F?) c F. 
反例 说 明了 这 个 包含 关系 一 般 不 能 代 以 等 号 . 

8. 使 (G) Z G 的 开 集 G. 

it C Cantor 三 分 集 (PETN 31), 则 G = [0, ya 为 一 开 集 . 由 于 
G 在 [0,1] 中 稠密 , 所 以 G = [0,1], (G)? = (0,1). 因此 , (G)? 

È ”对 于 任何 开 集 G, 显然 有 

GEG). 

上 述 反例 说 明了 这 个 包含 关系 一 般 不 能 代 以 等 号 . 
9. Æ A, B. 与 映射 f, 使 得 f(AD B)  f(A) f(B). 

设 集 X 至少 含有 两 个 元 , 而 是 把 X 中 的 每 个 元 映 成 Y 中 的 某 个 固定 元 a 
的 一 个 映射 . 取 AcX.BcxX,fii An B- 9, M 

f(ANB)=1(2)= 8, f(A)n/(B)- {a}. 

因此 , f(An B) # f(A) n f(B). 

注 容易 证 明 , 对 于 任意 映射 f : X 一 i d 

f(AnB)c f(A) n f(B), 

其 中 集 4 与 B 均 含 于 X. bx Ux Seca: 一 般 不 能 代 以 等 号 
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10. Æ A.B 与 映射 f, 1E BC Am /(ANB) Z f(A)Nf(B). 
& A，B 均 是 集 X 的 非 空子 集 . BC A 且 BZA, f dux 中 的 每 个 元 映 成 
Y Meth 个 固定 元 a 的 一 个 映射 , 则 
1(4\B)= {a}, f(A)Vf(B)— 
因此 , F(A \ B) z F(A) N f(B). 
注 容易 证 明 , 对 于 任意 p X >Y, HEA 
A) \ f(B) C f(AN B), 
其 中 ALB 均 为 X 的 子 集 . x. 个 包含 关系 一 般 不 能 代 以 等 号 . 
11. f(A) C f(B) 不 蕴涵 A C D 的 映射 f. 
i A.B EE X 的 非 空子 集 , 使 4 不 包含 于 B 中 , f 是 把 XX 中 的 每 个 元 映 成 
Y 中 的 某 个 固定 元 a 的 一 个 映射 . 则 
F(A) = f(B)= (a). 
但 A c B 并 不 成 立 . 
注 容易 证 明 , € ACB W f(A) C f(B). 上 述 反 例 说 明了 这 个 蕴涵 关系 倒 
过 来 是 不 正确 的 . 
12. 不 闭 的 Fo WE. 
取 E, = [1/n,4, n—1,2,---, 则 每 个 Fa 都 是 闭 集 , 而 其 并 集 


UJ Fa = (0,1] 

是 一 个 不 闭 的 Fy AIE. SS 
13. 不 开 的 Gs 型 集 . 

诸 开 集 Gn = (—1/m,;1/n) (n = 1,2,:…:) 的 交集 nee Gn = (0) 为 一 Gs 型 
集 , 而 它 不 是 开 集 . 

ik HELK E, 型 集 ; 开 集 必 为 Gs 型 集 . 例 12 与 13 说 明了 这 些 陈 述 反 过 
来 是 不 正确 的 .又 容易 证 明 有 限 多 个 闭 集 之 并 仍 是 闭 集 ; 有 限 多 个 开 集 之 交 仍 是 开 
集 . 例 12 与 13 还 说 明了 对 于 无 穷 多 个 集合 而 言 , 这 些 陈 述 不 再 成 立 . 
14. 一 个 不 可 数 的 实数 集 , 它 的 每 个 闭 子 集 都 是 可 数 的 . 

构造 这 个 例子 需要 用 到 序数 理论 . 细节 说 明 已 在 [89] 中 译本 pp.189 一 190 给 
15. 直线 上 的 仅 由 边界 点 所 组 成 的 不 可 数 集 . 

直线 上 的 全 体 无 理 数 所 组 成 之 集 具 有 所 需 的 性 质 . 
16. 直线 上 的 一 个 离散 子 集 , 它 的 闭 包 是 一 个 不 可 数 集 . 

集 A c R! 叫 作 离散 的 (discrete), 如 果 对 每 一 ae A, 存在 开 区 间 T C m, 使 
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In A- (a). 

直线 上 具有 不 可 数 闭 包 的 离散 集 的 第 一 个 例子 是 由 Bendixon 作出 的 1 . 他 的 
例子 如 下 . 

Ut C HERRE, 在 C 的 每 个 邻接 区 间 中 选 一 个 递减 的 且 收 敛 于 这 个 邻接 区 
间 的 左 端点 的 序列 , 以 及 选 一 个 递增 的 且 收 敛 于 这 个 邻接 区 间 的 右 端 点 的 序列 , 所 
有 这 种 序列 中 的 点 的 全 体 是 R 中 的 一 个 离散 子 集 . 由 于 它 的 闭 包 包 含 了 完备 集 C, 
因而 它 是 一 个 不 可 数 集 . 
17. 一 个 正 实数 无 穷 集 E, 对 于 它 , 不 存在 a > 0, 使 En(a.-oc) 是 无 穷 集 . 

E = (1,1/2,1/3.--- ,1/n,…}, 则 对 任意 a > 0, EN (a, +00) 恒 为 有 限 集 . 

注 若 已 是 正 实数 的 不 可 数 子 集 , 则 必 存 在 o > 0, 使 En (o, +0) 也 是 不 可 

= En (1/n, +20), 则 


^ E, 
Us = Der (1/mn. e - En (a nn] 


n=l 


= EN N (0, +20) = E. 
假若 各 个 En (n = 1,2,.…) 都 是 至 多 可 数 集 , 那么 E = UX 也 将 是 至 多 可 数 
的 , 于 是 导致 子 盾 . 因此 , 诸 E, 中 至 少 有 一 个 是 不 可 数 的 . 
18. 一 个 集 , 它 的 直到 n — 1 阶 导 集 非 空 , 而 n 阶 导 集 是 空 集 . 
Mon = 2 时 , 直线 上 的 点 集 
Ei = XR ,1/n,...} 
满足 这 个 条 件 , 此 时 El = (0), BE? = 
"n — 3 时 , 我 们 可 以 作出 ms Es. 例如 , 对 每 个 形 如 + 的 数 (i 是 自然 
数 ), 作 序列 仁 十 4 全 1 该 序列 收敛 于 1. 于 是 , 一 切 形 如 大 十 邯 (ko l,i z 1) 的 点 
再 加 上 数 0 所 组 成 之 集 就 是 所 求 的 集 E». 事实 上 , 集 E, 是 集 Eo 的 导 集 : E, = 
因此 EX = Ej = {0}, E/'—-e 
M n»3 时 可 关 似 地 作出 集 Eni. 一 般 地 , 对 任意 n > 2, 由 一 切 形 如 去 十 
Eo tE 的 点 和 数 0 所 组 成 之 集 Ec, 满足 要 求 的 条 件 , 其 中 1 « ke n, 而 分 
BE iiz ,i 各 自 走 遍 自然 数 集 . 事实 上 , 容易 看 出 En = Esos, 由 此 按 归 纳 
法 得 到 EU? = (0), EC, — e. 
19. & E, 它 的 各 阶 导 集 ELE"... ECO,... 两 两 相 异 , HO E™ = o. 
在 闭 区 间 (0, 1] 中 作 集 Ex, 它 是 由 一 切 形 如 
nj = 1,2,» 
ni 
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的 点 组 成 . 在 [1,2] 中 作 集 E». 它 是 由 一 切 形 如 
TERE 
nı nə 


(ni = 2,3.… n2 = 2,3,---) 的 点 组 成 . 一 般 , 在 [k — 1, k] 中 作 集 Ep, 它 是 由 一 
切 形 如 


l 1 
ee E 
711 Tio Tl y 
(ni = k,k +1,- 72 三 有 十 1 :0 一 大 大 二 1) 的 点 组 成 . 4^ 
oo 


E = |] Er, 
k=1 
则 E’, E".-.-, ECO,... 两 两 相 异 ， H 


AN E” = 


m=} 
20. f& A, 它 的 各 阶 导 集 A,A", ACO,... 两 两 相 异 , 且 mee AU z o. 
i E kf 19 中 作出 的 集 , 令 A= EU[-1,0], W AC? z AC? (n zm), H 
()4? 2[-1,0] z e. 


n=l 
21. 集 SFE Grk — 1,2,--- ,使 Gi 在 S PAE, mO Gr ES 中 不 稠密 . 
Bt S 是 数 直线 上 的 全 体 有 理 数 mr2，… ,rk,…， 所 成 之 集 ，GA 为 单元 素 集 


(re) 的 余 集 : Gy = (oc. +00) V (rid. 于 是 , 各 个 Gk KAFEA, 且 都 在 S PR 

而 所 有 诸 集 Gy 之 交 nie Gy 与 S 并 无 公共 点 , 因而 不 能 在 S 中 稠密 
注 可 以 证 明 , 若 有 限 个 开 集 镍 在 5S 中 稠密 , 则 其 交集 在 S 中 也 稠密 (参看 

[53]. 中 译本 p.49). 上 述 反例 说 明了 不 能 把 这 一 命题 推广 到 无 穷 多 个 开 集 的 情形 . 


22. 直线 上 的 两 个 不 相交 的 处 处 稠密 的 不 可 数 集 . 


i 4 是 由 全 部 负 无 理 数 和 全 部 正 有 理 数 所 组 成 之 集 , B 是 4 的 余 集 , 则 4 与 
B 为 两 个 不 相交 的 不 可 数 集 , 且 在 直线 上 处 处 稠密 . 


23. 直线 上 的 一 列 两 两 不 相交 的 处 处 稠密 的 可 数 集 . 


全 体 素 数 编号 : 
wi 三 部 p35 = = 
并 记 一 切 形 如 7 十 p. 的 数组 成 之 集 为 En, XE, n 走 遍 所 有 的 有 理 数 , 而 pn 是 
国定 的 素数 . 于 是 , EQ 是 由 全 体 有 理 数 经 过 平移 yp 而 得 到 的 , 所 以 它 是 数 直 线 
上 的 处 处 稠密 的 可 数 集 . 
现 证 各 个 ,两 两 不 相交 . 为 此 , 设 m An, W pm z pu. 我们 分 别 从 集 Em 和 
,中 任 取 一 元 = 十 Vpm 和 = ro + pa. IWE E An. FEE, BE E= n, 
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HII Pc v Dm — T2 + v Pn, 由 此 得 到 


(ri * r3)? = (Pn m Vm) D VPmPn = . 
于 是 , 我 们 得 到 了 一 个 明显 的 不 正确 的 结果 : 两 个 不 同 素数 的 乘积 的 平方 根 是 一 个 
有 理 数 . 因此 , 当 m Zn At, Em O En = Ø. 


24. 直线 上 的 一 列 两 两 不 相交 的 处 处 稠密 的 不 可 数 集 . 


先 在 直线 上 作出 一 列 两 两 不 相交 的 处 处 稠密 的 可 数 集 E, Ez,… Ense ( 
看 例 23). 令 


Pn T Dm — au 1 一 T3)? 


Y 


则 E 为 一 不 可 数 集 . 再 令 
A = EU[EN(0,1)], A» E; U[E n (1,2)], 
A, = En U [EN (n — 1,n)], 
易 见 , 各 个 An 两 两 不 相交 , 且 每 一 个 在 直线 上 处 处 稠密 , 同时 , 每 一 个 4。 都 是 不 
可 数 的 . 
25. 直线 上 的 一 个 处 处 稠密 的 渐 缩 集 序列 {Enh 满足 Oo E, = Ø. 
集 序列 {En} 叫 作 渐 缩 的 , 如 果 
Fa D Eg D eee D Ern Dee 
{En} 叫 作 渐 张 的 , 如 果 


E E9C--C pi EN 


m 
bs 
一 
E 
E 
E 
E 
E 
m 
ET 
Kr 
E" 
pus 
Nt 
Er 
E 
mc 

m 
3 
5 
E 
E 


* aTn,*7* JE 


全 体 有 理 数 , 信 令 
Ei = {funra h  Es—(reraeh = En = {rm anpe co 

则 各 个 En 在 直线 上 都 是 处 处 币 密 的 , EL {En} 是 渐 缩 的 集 序 列 . ERS re, 因 
为 它 不 可 能 属于 所 有 的 En, 所 以 DELE, = Ø. 
26. 一 个 渐 缩 的 非 空 有 界 开 集 序 列 , 其 交 是 空 集 . 

取 A, = (0,1), A2 = (0, 1/2), ++- , An = (0,1/n),--- , 则 各 个 An 均 为 非 空 的 
有 界 开 集 , H An D Anyi (n= 1,2; +), E OP An = Ø 
27. 一 个 渐 缩 的 无 界 闭 集 序列 , 其 交 是 空 集 . 

设 An = [n, +00), W An D Anyi (n= 1,2,…), 且 所 有 的 4。 都 是 闭 集 . 然 
而 , 它们 的 交集 是 空 集 . 

$ 可 以 证 明 , 渐 缩 的 非 空 有 界 闭 集 序列 , 其 交 必定 非 空 (参看 [39]). 例 26 说 
明了 不 能 把 这 个 命题 转移 到 开 集 序列 的 情形 . 例 27 则 说 明了 命题 中 的 有 界 性 的 条 
件 不 可 去 掉 . 
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28. 一 个 紧 集 , 它 的 导 集 是 可 数 集 . 
设 A 是 由 O, 1 以 及 形 如 去， ze, 的 数 所 组 成 之 集 ， 其 中 n = 1.2- ik = 
了 了 本 ER ORT FAL C S.T. MEEL. BER LT. TBI is tin 


n+lJn=1 
的 聚 点 是 p 这 是 前 一 个 序列 (2), 的 第 一 项 ， Aek 3€A. “k=2 时 序列 
[zs Vu RAE 3 A 这 又 是 序列 { | BB 所 以 ie A. 一 般 ， 


(3c: ZR, 的 聚 点 是 去 , 它 是 序列 (uL - Pu -| 的 第 一 项 ， 所 以 dr € A. IH 
此 可 见 , 集 A 的 导 集 是 


ZEIT ES 
A = TE E o}, 
它 是 一 个 可 数 集 . 
由 于 A c A, 因而 4 是 有 界 闭 集 , 据 Bolzano-Weierstrass 定理 , A 是 紧 集 . 


29. 两 个 完备 集 , 其 交 不 是 完备 集 . 
E, = [0.1] 与 E = [1,2] 均 为 完备 集 , 但 其 交集 Exo E» = (1), 因而 并 不 


30. 可 数 个 完备 集 ， bia 
Æ [1,13], 012.12]... [2— qb. 2— 3c] 均 为 完备 集 , 但 其 并 集 
r 1 
U b- 9n— 9n-—1" |^ 9n = [1,2) 
不 是 完 m 2 


ik ”容易 证 明 ， AET EAT 集 仍 是 完备 集 . 上 述 反 例 说 明了 不 能 把 这 
个 命题 推广 到 无 穷 多 个 完备 集 的 并 集 上 去 
31. ZEHE. 
将 闭 区 间 [0,1] 用 分 点 i. 2 分 成 三 部 分 , 而 取 去 中 间 的 开 区 间 (3, 2). 将 每 
Tm TAREUHIEOSI T al, E i T SIN nn ori E 


m eno dH 


引 ) 与 

G, $) EHR EEA A a 的 春 庆 大寺 T iiie 将 此 手续 
逐次 继续 , 以 至 无 限 . 

这 样 , 从 区 间 [0.1] 中 取 走 了 一 个 开 集 G, 它 是 可 数 个 开 区 间 的 并 集 : 

o= (53) U3) UU 

留 下 来 的 集 C = [0,1]\G = [0,1] 0 G 是 两 个 闭 集 的 交集 , 故 为 一 闭 集 . 因为 C 是 
由 闭 区 间 [0,1] 中 取 去 可 数 个 彼此 没有 公共 端点 ( 旦 与 原来 的 区 间 [0, 1] 也 无 公共 
端点 ) 的 开 区 间 而 成 , 所 以 C 是 一 个 完备 集 (参看 [27]. 中 译本 p. 52). 

显然 , C 不 能 包含 任何 区 间 , 即 C A ME. 因此 , C Ie sé f BL HE. 

集 C 是 由 Cantor 构造 的 , 故 通常 称 C 为 Cantor 集 或 Cantor 三 分 集 . 
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32. LESS SE SE ELE. 

设 a,b 均 为 无 理 数 上 且 a < b. {ra} 是 闭 区 间 [a, b] 中 的 有 理 数 的 全 体 . 我 们 
将 要 在 闭 区 间 (a, 0] 中 构造 一 个 无 理 数 的 完备 朴 集 , 步骤 如 下 : 第 一 步 取 去 一 个 开 
区 间 , 使 其 中 心 在 [a,b]. 的 中 点 , 端点 为 无 理 数 , 而 且 大 得 足以 包含 ri. 第 二 步 从 余 
下 的 两 个 闭 区 间 中 各 自 取 去 一 个 以 余下 的 闭 区 间 的 中 点 作 中 点 , 端点 为 无 理 数 , 还 
要 让 第 二 个 有 理 数 ro WRA (如 果 第 一 步 取 走 开 区 间 时 , ra 未 被 取 去 的 话 )， 如 此 
继续 下 去 , 以 至 无 限 . 

这 样 , 我 们 从 [a,b] 中 取 去 了 一 个 开 集 G, 它 是 可 数 个 开 区 间 的 并 集 , 而 且 由 于 
(a, b] 中 的 全 体 有 理 数 都 已 经 被 取 去 , MARA FRKE E = [a,b] n Ge 是 一 个 无 理 
数 的 完备 玻 集 . 

注 用 同样 的 方法 , 可 以 构造 超越 数 的 完备 朴 集 . 

33. 一 个 琉 集 序列 , 其 并 是 稠密 集 . 

设 人 1 为 直线 上 的 全 体 有 理 数 ， 则 单元 素 集 An = ira) 在 直线 

上 无 处 稠密 , 但 其 并 集 


U An = ni T2, Suy] 
在 直线 上 处 处 稠密 

注 ”容易 证 明 , ARENAER ERE. 上 述 反例 说 明了 不 能 把 这 个 命 
题 推 广 到 无 穷 多 个 朴 集 的 并 集 上 去 . 

34. 两 个 不 相交 的 朴 集 , 其 中 任 一 集 的 每 个 点 都 是 另 一 集 的 聚 点 . 

设 A 为 区 间 [0,1] 中 的 Cantor Æ, 取 A 的 一 个 子 集 B, 它 是 由 构造 A 时 从 
[0,1] 中 取 去 的 开 区 间 的 各 个 端点 组 成 , 再 设 E = A\B. 于 是 B M E 合乎 要 求 . 
35. 一 个 第 二 纲 的 集 , 它 的 余 集 不 是 第 一 纲 的 集 . 

区 间 [0,1] 不 能 表 成 可 数 个 朴 集 的 并 集 , 因而 它 是 一 个 第 二 纲 的 集 , 它 的 余 集 
(—oo, 十 oo0)\[0, 1] 也 不 能 表 成 可 数 个 疏 集 的 并 集 , 因而 它 也 是 一 个 第 二 纲 的 集 . 

注 第 一 纲 的 集 的 余 集 必 是 第 二 纲 的 集 . 上 述 反 例 说 明了 对 偶 的 命题 并 不 成 立 . 
36. 一 个 有 界 闭 集 被 诸 闭 区 间 覆 盖 而 不 能 从 中 取出 有 限 子 覆盖 . 

有 界 闭 集 [0, 1] 被 闭 区 间 序 列 

Bal pahia 
2 32 4 8 n+l n 
和 [—1,0] 所 覆盖 , 但 不 能 从 这 个 覆盖 中 选 出 有 限 子 覆 盖 . 实际 上 , 不 能 从 这 个 闭 区 
间 序 列 中 删 去 任何 一 个 闭 区 间 而 使 余下 的 一 切 闭 区 间 仍 然 绪 盖 [0, 1]. 
$ Borel 有 限 覆 盖 定 理 是 说 : 设 F 是 一 有 界 闭 集 , p 是 一 族 开 邻 域 , n 完 


[1.38] 第 一 章 ”集合 TEE 


全 餐 盖 了 F, 则 在 jy 中 一 定 存在 有 限 多 个 开 邻 域 , 它们 完全 和 覆盖 了 F (参看 [6] 
pp.24—25). 上 述 反 例 说 明了 不 能 把 Borel 覆盖 定理 中 的 开 邻 域 代 以 闭 邻 域 . 


37. [0.1] 中 的 两 个 不 相交 的 稠密 集 4 与 B, 满足 [0.1] = AUB, 且 对 任何 a. 9(0 < 
oa « B « 1), 交集 (an4 与 (a 0 都 具有 连续 统 的 势 . 
我 们 用 下 面 的 方法 在 [0.1] 中 作出 完备 集 序列 41, 42,… ,An,… : AL 取 作 
(0. 1] 中 的 Cantor 三 分 集 . 为 了 构造 A, (n > 1). 我 们 把 闭 区 间 [0,1] 分 成 n 个 等 


KAJA px p] 
o1] p,2] ea 
'"n|'|n'n|' "Dow vj" 


HREAN, 用 类 似 于 作出 Cantor SARRI REE — 756 f if 
集 , 把 这 样 得 到 的 n Tr sé fi SE nar Sn fe An. 

现 令 4= UX An, B = [0,1|VA, W A 5 B KH [0,1] FERR, H AOB = 
2,[0,1] = AU B. 剩 下 要 证 明 , XE TEŽ o, 8 (0 € a « B € 1), ZE (o, 8) A 
与 (a, B) n. B 都 有 具有 连续 统 的 势 ， 为 此 , 任 取 开 区 间 (a.8) c [0,1], 只 要 m E 
分 大 ,就 总 会 有 某 个 闭 区 间 [5,9] 包含 在 (a,b) 之 中 ， 根 据 作法 ，A 与 团 区 


ja] [£, &1] 的 交集 是 非 空 的 完备 集 , 因而 A, N [i H] 具有 连续 统 的 势 .又 因为 
A 2 An. (o, 8) D [5, Œ], 所 以 交集 (0,8) A 也 一 定 具 有 连续 统 的 势 . 
(a, B) n B 可 以 作为 在 (o, B). 内 稠密 的 开 集 (o, 8) VAi (o, ON42 的 交 
集 而 得 到 , 这些 开 集 的 交集 具有 连续 统 的 势 (参看 [29]. 中 译本 pp.157 一 158), 即 
(a, 8) n B 具有 连续 统 的 势 . 
38. 任 给 势 小 于 N 的 实数 子 集 Q, 有 实数 a, 使 对 每 一 x & Q，X 十 a KATHEK 
设 Q 为 一 实数 子 集 , B. Q=pu<N, S 表 形 如 7 一 xz 的 数 的 全 体 , 其 中 r 是 有 
理 数 而 x E€ Q. 于 是 , 5 <N, 故 存在 实数 a, 使 oE5. 数 z+a(zeQ) 定然 是 无 理 
数 , 因为 假若 x 十 a 是 有 理 数 , r-a-r, WKFS a= r-re s 的 矛盾 . 


本 章 所 考虑 的 一 切 集合 , 包括 函数 的 定义 域 和 值 域 , 都 假定 是 n! 的 子 集 , 除非 


0. 引言 . 
另 有 明确 的 声明 . 这 个 假定 在 全 书 中 除 第 十 三 、 十 四 、 十 五 章 外 都 有 效 . 
设 f 是 定义 在 实数 集 D 上 的 实 值 函数 . 车 f 的 值 域 只 有 一 个 点 , 则 称 f 为 常 


“区 0， 


ques f, 


值 函 数 ; 若 对 每 一 ZE D, 都 有 f(x) = c, 则 称 广 为 恒 等 函数 ， 
我 们 用 [xz] 代表 不 超过 z 的 最 大 整数 , 并 称 [e] 为 括号 图 数 . 又 , 正 负 号 函数 的 
l, 


定义 和 记号 为 
sgn Tt = 
t «O0. 


z 1, r€E, 
0, mrcE. 


4E E 的 特征 函数 op 定义 为 
QE (85) 一 
从 R! 到 R! 内 的 一 个 函数 广 称 为 以 工 为 周期 的 函数 , 如 果 对 所 有 的 xc R 


都 有 f(z 十 T) = f(z). 称 一 个 函数 为 周期 只 数 , 如 果 对 于 某 个 非 零 数 工 , 它 是 以 了 


g(x) = f(x), 


为 周期 的 函数 . 


设 了: B 一 C,g:A 一 0,h CB, 若 对 每 一 x e A, 都 有 
则 称 函 数 g 为 函数 f 在 4 上 的 限制 , 而 f 称 为 g 到 B 上 的 扩张 , 记 作 


g = f|A. 


ales 实 分 析 中 的 反例 [2.0] 


设 /是 定义 在 实数 集 D 上 的 实 值 函 数 , a 是 D 的 一 个 点 或 是 D 的 一 个 聚 点 ， 
f WEE a 点 局 部 有 界 , 如 果 存在 着 a 的 一 个 邻 域 , 使 f 在 其 上 是 有 界 的 ; f 叫 作 在 
D 的 一 个 子 集 A 上 局 部 有 界 , 是 指 f 在 4 的 每 个 点 都 是 局 部 有 界 的 . f 叫 作 在 点 
a E D 取得 局 部 极 大 值 , 如 果 存 在 a 的 某 个 邻 域 (a, 8), 使 对 任何 ze N(a. à) D, 
恒 有 f(x) € fla). 类 似 地 , 可 定义 f 在 点 a Ee D 取得 局 部 极 小 值 . KR f 叫 作 在 D 
上 递增 的 , 如 果 对 于 任意 的 zl € D, x2 € D, 当 z «oro 时 , 不等式 f(x1) € f(e) 
成 立 . 若 对 于 任意 的 zl € D, x2 € D, zi < x2, PEI f(z1) < f(z2) R, MEK 
f 在 DD 上 为 严格 递增 函数 . 类 似 地 可 定义 递减 函数 和 严格 递减 函数 . FORE 了 在 
D 上 为 递增 或 递减 陋 数 , 则 称 它 在 D 上 是 单调 函数 ; 类 似 地 可 定义 严格 单调 函数 . 

D ERR f 的 定义 域内 的 一 个 区 间 , 称 f 在 TT 上 具有 介 值 性 质 或 Darboux 
性 质 ， 如 果 对 于 任意 a,b € I(a < b), 以 及 d e R! 适合 fla) < d < f(b) 或 
f(a) » d > f(b), 存在 ce (a,b), 使 得 f(c) — d. 

称 函 数 f 在 区 间 I 上 满足 a (a > 0) 阶 Holder 条 件 , 并 记 作 f e H?(I1), 如 
果 存 在 常数 M, 使 对 任意 x,vy c 恒 有 

|f(z) — f(y)) < M|x — yf*. 

特别 , ^4 a = 1 时 , 就 称 f ÆI EWE Lipschitz 条 件 . 

设 f 是 定义 在 实数 集 D 上 的 实 值 函数 , a 是 D 的 一 个 聚 点 , 又 设 b 是 一 个 
定数 . 若 对 任意 给 定 的 = > 0, 一 定 存在 5 > 0, 使 对 满足 0 < |zx al< 5 的 所 有 
rc D, 都 有 


|f(z) — b| < €, 


则 称 z 趋 于 a 时 f(x) 3$ b, 记 为 
lim f(x) =b 或 r—al f(r) —> b. 
b IE x F a f(x) 的 极限 ， TOS z 保持 大 于 a (小 于 a) MT a 时 , f(x) 趋 
F b, MEK b H f(r) 在 zx=a 处 的 右 极 限 ( 左 极 限 ), 并 记 为 
lm, f(x)-b (im flog = 中 ; 
或 记 为 fla+) =b (fla—) = b). 显然 , limsa f(z) 存在 当 且 仅 当 f(a+) = f(a-) = 
limaa f(z). 
设 f 是 闭 区 间 [a,b] EB XE PATE, x € [a b], 数 
f(z)-f(z-) 和 f(z+)— f(x) 
分 别 叫 作 f 在 zx 处 的 左 跃 度 和 右 跃 度 . 数 
f(z) — f(z—) 
"ME 了 在 zz 处 的 跃 度 (对 端点 a.b, 只 考虑 单 边 跃 度 ). 
设 f 是 定义 域 为 实数 集 D 的 实 值 函 数 , s € D. 若 任 给 s > 0, 存在 5 > 0, 使 
对 满足 |z 一 y| < 6 的 所 有 ye D. 都 有 
[f(x)— f(y)] < €, 
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则 称 f 在 点 x 连续 . f dE r 处 不 连续 , 则 称 f 在 该 点 间断 . ARR 上 在 万 的 
TE 4 的 各 个 点 都 连续 , WE S ETE A 上 连续 . 如 果 我 们 单 说 f 连续 , 这 是 指 
f 在 它 的 定义 域 上 连续 . 若 对 任 给 的 = > 0, 存在 6 > 0, 使 对 D 中 满足 |x -yl<5 
的 所 有 zy, 都 有 

[f(z) — f(y)] < €, 
则 称 f (E D 上 一 致 连续 . 

设 a 是 函数 广 的 定义 域 D 的 一 个 聚 点 , Xd f(z) (x e D) 在 a 的 某 个 邻 域 
N(a,6) KER. f 在 点 a 的 上 极限 和 下 极限 分 别 以 mra f(x) 和 lim, f(z) 来 
表示 , 并 分 别 以 下 面 的 函数 o 和 定义 : 对 于 9 > 0， 

$(6) = sup( f(x) : v € DNN(a, 6)}, 

(9) = inf(f(r):r€ Dn N(a,8)). 
lim f(x) um, ol) = inf(o(8) :6 > 0}, 
im $m) e d p(s) = sup(v(8) : à > 0]. 


lim fl ) < f(a); 
f (EX ac D 叫 作 下 半 连 续 的 ， 如 果 
lm f(x) 2 f(a); 
f (giae D fps im, ing F 在 点 a 或 是 上 半 连 续 或 是 下 半 连 续 的 . 

在 本 章 的 某 些 例子 中 , 还 要 用 到 微分 , 无 穷 级 数 的 收 依 和 一 致 收敛 , 一 致 收敛 的 
Weierstrass 的 AM -判别 法 , 以 及 几乎 处 处 连续 , Baire 函数 等 概念 和 命题 . 关于 这 些 
概念 和 命题 , 可 参看 [7], [18] 和 [27]. 

1. 一 个 发 散 序列 {an}, 使 {an|} 收敛. 

取 a, = (11)! n = 1,2, ,显然 , {an} 发 散 . 但 |as| 2 1,n = 1,2, ,所 
以 {lan|} 收敛 . 

$ 容易 证 明 , 若 序列 {an} KAF an, W {lan|} UAF |a]. 上 述 反 例 说 明 
了 它 的 北 命 题 并 不 成 立 . 

2. 两 个 非 负 的 发 散 序列 , 其 积 却 收敛 于 零 . 

取 ra = (1 + (—1)?)/2, y, = (1 — (-1)?)/2,n = 1,2,- , W (x5) 和 {yn} 均 
为 发 散 序 列 . 但 nyn = 0,n = 1,2, , MUTA] (sys) KAUTE. 

3. 两 个 非 负 的 发 散 序列 , 其 和 却 是 一 个 收敛 序列 . 

PUFFI 

1,0,1,0,1,0.*-- 


-18> 实 分 析 中 的 反例 [2-6] 


及 序列 
1 3 
05,0 2,0 rs 
这 两 个 序列 都 发 散 , 但 其 对 应 amis qu vei al 
bb gb 
它 是 一 个 收敛 序列 . 


4. 算术 平均 值 收敛 的 发 散 序列 . 
设 {zn} 为 一 序列 , 我 们 称 
Un = (x1 t xa dob r4)/n (n=1,2,...) 
为 s) 的 算术 平均 值 . 容易 证 明 , 车 序列 {rn} 收敛 , 则 它 的 算术 平均 值 所 成 之 序 
列 也 收敛 . 然而 这 个 命题 之 道 并 不 成 立 . 例如 , Cr, = (11), n = 1,2,…, 则 
序列 {£n} 发 散 . 但 
lian (zi 十 Z2 十 … 十 Zn)/7m — 0. 


5. 不 是 有 界 变 差 的 收敛 序列 . 
序列 {£n} 叫 作 有 界 变 差 的 , 是 指 存在 常数 M, 
|z2 — z1| + |z3 — tal +e + [Ea — tal € 15222,9,- 
容易 证 明 , 有 界 变 差 序列 必 为 收敛 序列 . 然而 ， RIDE TUER 例如 , 令 
ET acil _ k- i 
et esl) MC 1) 
则 有 EP 
小 Th HS —]p-1 
lenp = anl = | 1) I nid xu ly n 


1 1 1 1 1 
^" n4l n+2 n3 n+4 n45 


1 


n+l 
于 是 , f Cauchy 收敛 准则 , {xn} 收敛 . 但 是 
Sn 一 |zi| t |z2 = zi| 半生 十 | 一 Zn=i| 


] 
一 1 十 一 十 … :十 一 一 Oo (n — oc). 
2 n 


因此 , {£n} 不 是 有 界 变 差 的 序列 . 
6. 对 每 个 正 整数 p, 都 有 lim, ,xx(as+p 一 an)=0 的 发 散 序列 {an}. 
n an 为 调和 级 数 的 第 n ij d) RI: i 
tn 三 1 二 5 : ae 
这 时 序列 (a, ) 是 发 散 的 , 但 是 对 于 每 个 下 整数 p. "eti 
1 p 


n+p n = pess < ;0 (n= œ). 
php conis n+1 - n+p nl ( ) 
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应 当 注 意 的 是 , 极限 dim, so(an+p — an) = 0 对 于 p 不 是 一 致 的 . 事实 上 , 可 
以 证 明 为 使 lima =(as+p — an) = 0 对 于 p 是 一 致 的 , HAL {an} 是 Cauchy 
序列 (参看 [119], p.447). 因此 , 对 于 具有 性 质 limn—oo(an+p 一 an) = 0 的 发 散 序 
列 {an}, 极限 lim, = (anp — Gn) = 0 对 于 p 就 不 可 能 是 一 致 的 . 


7. 对 任意 严格 递增 的 正 整 数 序列 {0n} = (ó(n)). BEE lim, -<(asow 一 an) — 0 
的 发 散 序 列 {a,}. 

应 用 归纳 法 原理 , 容易 证 明 , 对 一 切 n = 1,2,.… ,有 9(n) 2 n, 更 一 般 地 , 对 
—U] n fll k 2 1,2,---, 8 ó(n-- k) 2 n+ olk). 所 以 lim, sss pln) = +. 现 分 
两 种 情况 来 讨论 : 

(i) 4 p(n) 一 AR, 也 就 是 说 , 对 一 切 n= 1,2,---.H ó(n) 一 n <M, 这 时 
序列 {an} 可 以 取 为 调和 级 数 的 部 分 和 的 序列 , 因此 , {an} 是 发 散 的 . 另 一 方面 , 有 


1 1 1 1 1 
i 二 - E PAE Woe 
(n) Un T 5 T T » T T (n) (4 T 5 T UA 2) 


1 1 M 
Gai pee Jn) < nci — 
i) 若 oln) — n EF, i k 是 能 使 olk) >k 的 最 小 正 整数 , 并 令 
a fb ne ke). 990). . 
” lo 其 他 情况 . 
由 于 {9(n)} 严格 递增 , 所 以 (a4) 中 存在 着 一 个 恒 等 于 1 的 无 穷 子 列 ; 又 因为 
9(n) 一 n 无 界 , 所 以 {an} 中 还 会 有 一 个 恒 等 于 零 的 无 穷 子 列 存在 . 因此 {an} 发 散 . 
另 一 方面 , IA n —1,2,---, f£ an 的 定义 , EA apin) = an, 所 以 agin) 一 an 一 


0 (n 一 oc). 


8. 函数 f, 对 于 它 , 存在 函数 g 使 go f — T, 而 不 存在 函数 h, 使 foh — I. 


设 
gba) 5 f u < 0. T fla) E t ts 0. 


u— l, u>0; 如 十 1， r»0. 

则 g[f(z)] =x, Bl go f — I. 

另 一 方面 , 不 存在 函数 h, 使 f oh — I. 事实 上 , WURTETE h fli foh — I, H 
么 对 任意 实数 b, S a = h(b), 就 得 到 

b= f(a). 

然而 , 对 于 函数 广 而 言 , 它 的 值 域 是 由 一 切 < 0 及 > 1 的 实数 所 组 成 . 于是， 
当 取 b e (0,1] 时 , 就 不 存在 a MA b= f(a). 因此 , 不 存在 定义 在 实 直线 上 的 函数 
hf fohz-l. 

注 ”这 个 例子 也 说 明了 在 一 般 情 况 下 , f 和 g 的 复合 与 9 和 上 的 复合 是 不 同 的 . 


0 (n= oo). 
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9. 函数 f, 对 于 它 , 存在 无 穷 多 个 g 适合 fog=gof. 
设 f(u)— u-- 1, 则 f[g(x)] = g(x) + 1. g[f(z)] = g(x + 1). 因此 , 我 们 只 要 证 
明 存在 无 穷 多 个 函数 g, 适合 等 式 
g(z)+1= g(rz+1) 
即 可 . 显然 , g(x) =x + C 满足 上 面 的 等 式 , 其 中 C 为 任意 实数 . 
10. 在 某 点 对 称 连续 而 不 连续 的 函数 . 
称 函 数 f 在 ro € R! 处 是 对 称 连续 的 , 如 果 
lim [f (zo +h) — f(xo — h)] = 0. 
E f 在 每 一 点 z € R! 都 是 对 称 连续 的 , 就 说 f 在 R11 上 对 称 连 续 . 

容易 证 明 , 车 函数 f 在 zo 处 连续 , 则 其 亦 必 在 该 点 对 称 连续 . 但 逆 命 题 并 不 成 

v. 例如 , 设 
1， Zz 为 有 理 数 ， 
jz) = | 
la r 为 无 理 数 . 
则 当 zo 为 有 理 数 时 , 就 有 
lim [f(zo +h) — f(zo — &)] = 0, 
ED 了 在任 一 有 理 点 都 是 对 称 连续 的 , 然而 , f 是 无 处 连续 的 . 

注 Fried 证 明了 R! 上 的 每 个 对 称 连续 困 数 必 在 Ri 的 某 个 稠密 子 集 上 连续 
David 进一步 指出 63 ,对称 连 续 函 数 必定 是 几乎 处 处 连续 的 . 他 还 构造 了 R! m 
一 个 对 称 连续 函数 f, 使 f 在 RI 的 某 个 不 可 数 子 集 上 处 处 间断 . 

11. 函数 f, 使 f 在 xo 的 任何 邻 域内 都 是 无 界 的 , 但 当 x 一 ro 时 f(r) 并 不 趋 

于 无 穷 大 . 

设 f(z) = E, 则 对 无 论 多 大 的 正 数 M, 总 有 充分 接近 于 z = 0 的 点 , 使 


1 
cos — 
—À 


> M. 


T 
例如 , 取 x = 1/(nz), W | cos(1/z)/z| = nz, W n > M/s 时 ,就 有 
1 


COS — 


>M. 


T 
即 函 数 f 在 x= 0 的 任何 邻 域内 都 是 无 界 的 . 
但 , Æ £n = 1/(n + 4)r, W n 一 oo 时 zr, 一 0, 此 时 cos 二 /zn — 0, 即 当 
Zz 一 0 时 , f(x) 并 不 趋 于 无 穷 大 . 
注 无 界 函 数 的 定义 与 函数 趋 于 无 穷 大 的 定义 有 些 相 似 . 然而 这 两 个 概念 有 本 
mare 车 x — wo 时 , f(x) — oo, M f fE xo 的 每 个 邻 域内 必定 无 界 . 但 是 ， 
这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 . 
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12. 没有 最 小 正 周期 的 非常 值 周期 函数 . 

容易 证 明 , 若 了 夫 0 是 函数 f(z) 的 周期 , 则 —r 也 是 f(z) 的 周期 , n7 (n = 
1,2,-..) 也 是 f(x) 的 周期 . 由 此 可 见 , 周期 函数 的 一 切 周 期 组 成 了 一 个 关于 原点 成 
对 称 的 无 穷 集合 ; 因此 , 对 周期 函数 的 周期 进行 研究 时 , 只 要 研究 其 正 周期 就 够 了 . 

即使 对 于 定义 在 整个 数 轴 上 的 周期 函数 的 所 有 正 周期 而 言 , 并 不 是 都 有 最 小 的 . 
例如 , 定义 在 整个 数 轴 上 处 处 不 连续 的 Dirichelet 函数 

l cr 为 有 理 数 ， 

0, cr 为 无 理 数 . 
任 一 有 理 数 x > 0 均 是 它 的 周期 . SES: b, € r 是 无 理 数 , 则 z 十 7 也 是 无 理 
数 , 故 f(z 十 7) = fix) = 0; XE r EAK, W x 十 7 也 是 有 理 数 ， 故 仍 有 
f(x r)-— f(x) 21. 但 正 有 理 数 集 无 最 小 数 , 故 Dirichelet 函数 无 最 小 正 周 期 . 

BE 对 连续 的 周期 函数 来 说 , 也 不 一 定 是 有 最 小 正 周期 的 ， 例 如 , 常 值 函数 
f(x) = C, 一 切 正 实数 x > 0 均 是 它 的 正 周期 , 由 于 一 切 正 实数 中 无 最 小 的 , 故 
6 (ELER CC t N E 8] H3. 

颜 怀 曾 20 指出 , 任 一 非常 值 的 连续 周期 函数 f(z) 必 有 最 小 正 周期 . XT: 01 
进一步 指出 , 若非 常 值 的 周期 孙 数 f(z) 至 少 有 一 个 连续 点 , 则 f(x) 必 有 最 小 正 周 
期 . 因此 , 没有 最 小 正 周期 的 非常 值 周 期 函数 必定 是 无 处 连续 的 . 

13. 一 个 处 处 不 连续 的 非常 值 周期 函数 , 它 具 有 最 小 正 周期 . 

我 们 知道 , 没有 最 小 正 周期 的 非常 值 的 周期 也 数 必定 是 处 处 不 连续 的 (参看 例 
12 的 注 ). 然而 , 我 们 也 容易 作出 一 个 处 处 不 连续 的 非常 值 周期 消 数 , 它 具 有 最 小 正 
周期 . 例如 , 设 


f(z) = 


L, 2n € z < 2n +1 H x 为 无 理 数 ， 
—1, 2n£mrc«2n-1H.z JAHH, 
2 2n - 1€ r « 2(n-- 1) H r 为 无 理 数 ， 
-2， 2n-4l1s£rr«2(n41)H r ABE, 
这 里 , n 为 整数 . 显然 , f(z) 的 最 小 正 周期 是 2, 它 是 一 个 处 处 不 连续 的 函数 . 
14. 存在 一 个 没有 最 小 正 周期 的 周期 函数 , 它 的 值 域 是 可 数 集 . 
sj n. rJgn(nzl1)UWXBJBEZL G7; f2ISHR. 
zo f(r) 
` 0, c 为 超越 数 . 
可 以 证 明 对 任意 有 理 数 " 有 f(x 二 7) — f(x). 
设 al, G2,-… ,an 是 n 次 的 既 约 有 理 方程 
agr" + az" 71 4. ag —0 


的 根 , 则 可 构造 一 n 次 有 理 方程 使 aa +r, a+r, ,Qn 十 7 是 它 的 根 , 并 且 可 以 


. 22- 实 分 析 中 的 反例 [2.16] 


证 明 这 个 方程 是 既 约 的 , 否则 设 ai 十 7 是 适合 m 次 (m < n) 既 约 有 理 方程 的 根 ， 
则 又 可 构造 一 m. 次 有 理 方程 使 ai 十 7 十 (—r7) 是 它 的 根 . 于 是 ai 是 m 次 有 理 方 
程 的 根 , 则 必 导 致 与 agz" + arr”! +- t an = 0 是 既 约 的 假定 矛盾 Q. 于 是 当 > 
是 n 次 既 约 有 理 方程 的 根 时 , 恒 有 
J(x-r)-f(xz)-2n. 

然而 正 有 理 数 r 没有 最 小 数 , 故 f(x) 没有 最 小 正 周期 . 

容易 证 明 含 有 实 根 的 任 一 n 次 有 理 既 约 方程 是 存在 的 , 如 v^ = e, c 是 一 个 正 
有 理 数 但 c 不 是 有 理 数 的 n 次 寡 就 是 一 例 . 故 f (a) 的 值 域 是 一 切 非 负 整数 , 从 而 
它 是 一 个 可 数 集 . 
15. 存在 一 个 没有 最 小 正 周期 的 周期 函数 , 它 的 值 域 是 不 可 数 集 . 

将 数 轴 上 的 点 分 类 . 两 点 zx 与 y 称 为 属于 同一 类 , 4E D085 r- y 是 有 理 数 
Wf. 在 每 一 类 中 任意 选 定 一 点 作为 代表 元 素 . 于 是 对 于 每 一 x 将 具有 形式 moe r(r 
是 有 理 数 ) 的 点 的 全 体 归 为 一 类 K,, (7z), zo 表示 这 一 类 的 代表 元 素 , 则 可 证 得 ( 参 
看 [27], 中 译本 90—92): 

( 不 同 的 两 类 Kur), Ius (y) 是 不 相交 的 . 

(i) 所 有 代表 元 素 的 全 体 记 为 集 A, W A 是 一 不 可 数 集 . 

VERRE flx): 令 f(ze) = zo, ve € Ka, (x). 则 对 任意 有 理 数 7, 因为 ze 和 ze 二 r 
同 在 一 类 , 所 以 

f(zg +r) = f(zg) 三 而， 

从 而 任意 有 理 数 7 是 f(z) 的 周期 , 所 以 f(x) 没有 最 小 正 周 期 . 

由 于 A 是 不 可 数 集 , 得 f(x) 的 值 域 是 不 可 数 集 . 

例 13 至 例 15 都 是 由 郑 格 于 作出 的 sl. 
16. 存在 两 个 具有 不 同 周期 的 周期 函数 , 其 和 仍 是 一 个 周期 函数 . 

设 a,b, c 是 两 两 不 同 的 实数 , 对 实数 z, 令 


l, urs, 
digz) = 
0, 必 关 0， 
十 ec 十 ec 
f(z) = b» d(r — ma — nb) — 2. d(x — ma — nc), 
m, n=— 00 m, n=— o0 
--oo 十 co 
g(x) = `> d(x — mb — nc) — > d(x — ma — nb). 
m, n= — OO m, n=— 00 


易 见 , 函数 J,g 分别 具有 周期 a,b, 而 函数 S +g 具有 周期 < 
这 个 例子 是 由 Denniston 作出 的 [671. 


外 这 里 只 要 用 到 根 与 系数 的 关系 的 Vieta 公式 和 对 称 多 项 式 的 基本 定理 . 
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. 存在 两 个 具有 最 小 正 周期 的 函数 , 它们 之 间 无 可 公 度 的 周期 , 但 其 和 (38) (5 

为 周期 函数 . 呈 

对 于 两 个 具有 同一 周期 t 的 函数 f(x) 和 gle), 显然 , 它们 的 和 、 差 、 积 、 商 均 
是 以 上 为 周期 的 两 数 . 这 个 条 件 等 价 于 函数 f(z) 有 一 周期 t1 与 g(z) Vei 
t2 是 可 公 度 的 , 即 t/t 为 有 理 数 . 我 们 自然 要 问 : 要 使 两 个 周期 两 数 的 和 差 、 
商 仍 为 周期 函数 , 是 否 它们 必须 有 可 公 度 的 周期 ? 这 些 问 题 ene is 
FAAEA RJAR, 总 可 以 看 作 两 个 周期 函数 的 和 与 积 , 故我 们 只 考虑 和 与 
积 的 情形 . 

第 一 例 (a) 任 取 三 个 正 数 tito RI t, 使 它们 两 两 无 公 度 . 考虑 每 个 区 间 五 = 
[0,5)G = 1.2) 上 的 任意 两 点 x 和 c^ 间 的 关系 : 

r—a —mntb- mt; (n A m 均 为 整数 ). 

我 们 指出 , 由 上 和 式 所 规定 的 关系 是 一 种 等 价 关 系 , 即 具 有 : 

G) 自 反 性 . H x —2r-—0-t240-t; PIL; 

Gi) 对 称 性 . 由 下 面 关系 可 见 : fy er = nt4- mt, W ee = (—n)t-(—m)t;; 

(ui) 传递 性 . BLF I: Æ x a c= ntt mti, a" — a! = n't mti, W 

z” — gy = (x" —x')+ (z' — r) 
= (n't + mt) + (nt + ge = (n! + n)t + (m + m)ti. 

将 区 间 五 的 点 按 上 述 等 价 关系 分 类 ; 每 一 类 记 作 lij, 这 里 i 38 UIT b AE 

J, 因此 
n=|]Iiy H AH nh.9 (ji Ej). 


jeJ 


RITIN Iy eli eos a E AE 1, "PIA “可 表 为 下 列 
形式 : 
rci; nttmt; (n Wb om 为 整数 ); 
XEFAIBIBI n: ni Æna, 则 对 应 的 点 zx1 = x? y +nit+ miti 和 za = a? j +not+ moti 
亦 不 相同 (HI zi Æ x2), 因为 , Æ zl — za = (ni — n3)t (mi 一 Nus — 0, 则 
t/t; = —(m,4 — m3)/(ni — nə). 
这 便 推出 t 与 t; 有 公 度 , 与 假设 不 合 ; 反之 , 若 zl X ro. 则 对 应 的 nq 和 ma JRAS 
相等 , 否则 必 有 mi X oma. 而 0< |r- r| = |mi — malti, fH. |i — 3| < t; M 
|mi 一 malt; 2 ,这 是 不 可 能 的 . 由 此 可 知 , fj 1; 中 的 点 与 一 切 整数 成 一 一 对 
应 , 且 彼 此 互 不 相同 . 
现在 来 定义 fix) (i = 1,2) : 对 于 每 个 类 Iy 中 的 代表 点 a3. 4 
fíz)-azg (JEJ). 
@ 以 后 题 号 上 加 星 号 的 , 均 表 示 较 深 较 难 的 题 . 
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对 于 i; PESA r =r} + nt + mt, 令 
fit) = Tij + naj, 
其 中 |a;| > max{tı, t2} H. a1 = —as. 由 此 file) 在 五 上 有 了 定义 . 我们 指出 , 对 于 
I; 中 任意 两 个 不 同 的 点 工 夭 必 , 都 有 f(x) z f(x). 事实 上 ,车 zx 和 zx: 同属 于 一 类 
Lj, 则 由 上 面 的 讨论 知道 , CRIAM n A m^, BÀ fin) file) = (n—n')ai z 
0; Er 和 z' 不 属于 同一 类 , 则 fi(x) fil) = (x2; 十 一 (za + n'ai) = 
(Zz% — rẹ) + (n — n'ai EFH 0, 则 
|zi; — z;|- |n — n'|lai] > 0, 
由 此 得 到 lz2 — v2, | > |ail, 这 是 不 可 能 的 . 
对 于 任意 实数 r, 总 存在 着 五 中 唯一 的 v^, fl m — x! nti, 我 们 定义 
filz) = fi(z' + nti) = filz’). 
EEX T VA 为 周期 的 函数 fil). 由 函数 f(x) 在 五 的 任意 两 个 不 同 点 上 取 不 
同 的 值 , 可 知 fi(a) 无 小 于 点 的 周期 . 
据 f(z) 的 定义 , 可 知 对 于 任意 的 z， 
fi(z +t) — fií(z) = ai 


成 立 . 由 ai = 一 Qs, 便 有 
f(x +t) — fils) = falz) — falx + t), 
即 
Fila t t) + falx +t) = f(x) + fol) 
对 于 一 切 x 成 立 . 这 就 表明 f(x) = file) 十 户 (z) A t AAW, 而 fala) 与 fole) 
无 可 公 度 的 周期 , 因为 它们 的 周期 均 为 tt 和 ts 的 整数 倍 , 而 三 与 to 是 无 公 度 的 . 
第 一 例 (b) 取 第 一 例 (a) 中 的 函数 file) (i = 1,2), 我 们 令 
Li(z) = e^ (i=1,2). 
由 指数 函数 的 单调 性 可 知 , Li(z) 与 fie) 有 完全 相同 的 周期 , 据 指 数 法 则 有 
L(x) = Li(z)La(z) = ePi (ofa) ~ eh ORE) — of). 
由 f(z) = fix) t flr) 为 周期 函数 推 知 , L(x) = ef C? 亦 为 周期 函数 ， 
上 面 的 构造 法 属于 李 继 闵 001. 
第 二 例 (a) 设 


F = [nva :01—0,1,22,-- | ， 


l 
A= (ne gine ilie. B= [m n2 :m,n 2 0,51,22,- }, 


, E&E; l, ZE 4， 
f(x) = la - ata) = | 


0  r€R'VXE, 0,  re€R'N(AUB). 
显然 , f(z) 是 以 V2 为 最 小 正 周 期 的 周期 函数 . 我 们 证 明 g(x) 是 以 1 为 最 小 
正 周期 的 周期 函数 ， 对 g(x) 的 定义 域 中 任 一 点 zz 关 m 十 nV2 (m,n 为 任意 整 
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TO, A rtl m+n, 因此 z 土 1 仍 是 g(x) 的 定义 域 中 的 点 ,车 z=n 十 1/2(n 
为 整数 ), 有 g(z 土 1) = glz) = 1; 车 xz 关 n 十 1/2 (任意 整数 n), c1 z n4 1/2 
(任意 整数 n), 所 以 g(z 十 1) = g(x) = 0. 因此 , 1 是 g(z) 的 周期 , 设 > 为 小 于 1 的 
正 数 , 因为 g (1/2) =1, m r+ 1/2 € (1/2,3/2), 所 以 glx) 在 7 十 1/2 或 者 无 定义 
或 者 glr 十 1/2) = 0 z g(1/2), 因此 7 不 是 glx) 的 周期 , 所 以 g(z) 是 以 1 为 最 小 
正 周期 的 周期 郴 数 . 

易 见 , f(r)--g(r) 的 定义 域 正好 与 g(z) 的 定义 域 相同 , 上 且 对 其 定义 域内 的 任 一 
x, 都 有 f(z) 十 g(z) = g(x), 因此 , f(x) 十 g(z) 实质 上 就 是 glx), 从 而 f(x) 4 g(x) 
是 周期 函数 . 

最 后 , f(x) 与 g(z) 的 最 小 正 周 期 分 别 为 V2 5 1, 所 以 f(z) 与 gle) 没有 可 
公 度 的 周期 . 

第 二 例 (b) BEH (a) 中 的 函数 f(x) gle), 令 

fi(z) = 10f®), g(x) = 1097, 

则 及 (z)gi(z) 实质 上 就 是 g(r), 由 fle), glr) 的 定义 , file) *3 f(x) 有 相同 的 
最 小 正 周期 , g(x) 与 g) 有 相同 的 最 小 正 周期 , 所 以 f(z)gi(x) HARR, mi 
f(x) 与 gle) 没有 可 公 度 的 周期 . 

上 面 的 构造 法 属于 宣 立新 D3. 

注 第 一 例 (a) 中 的 两 个 函数 都 是 无 界 的 , 它们 具有 相同 的 定义 域 , 由 下 述 宣 
立新 证 明 的 定理 可 知 这 并 非 偶然 . 

定理 设 f(x) 5 glx) 是 具有 相同 定义 域 的 周期 也 数 , 若 对 于 任意 的 实数 a, 
相应 的 函数 halz) = f(z 十 a) 一 f(x) 或 为 常 值 函数 或 有 最 小 正 周期 , H. f(x) 和 
g(x) 中 至 少 有 一 个 是 有 界 的 , 则 f(x) 十 g(z) 为 周期 函数 的 充 要 条 件 是 它们 之 间 有 
可 公 度 的 周期 . 

第 二 例 (a) 中 的 两 个 函数 都 是 有 界 的 , 但 具有 不 同 的 定义 域 . 又 , 容易 证 明 对 任 
意 实数 a. halz) = f(x +a) — f(x) 或 为 常 值 也 数 或 是 具有 最 小 正 周 期 的 周期 卫 数 . 
因此 , 第 二 例 (a) 说 明了 对 于 定义 域 不 相同 的 两 个 周期 哺 数 而 言 , 上 面 的 定理 是 不 
适用 的 . 
18. 存在 一 个 非 周期 函数 f, 使 |f| 是 周期 函数 . 

容易 证 明 , 若 f 是 周期 函数 , 则 |f| 亦 为 周期 陋 数 . 应 当 注意 , 这 个 命题 之 逆 并 
不 成 立 . 例如 , 设 


[sinr], r«-—m«9-Xz-2m, 


则 |f| 是 周期 函数 而 / 广 不 是 周期 函数 ， 


sina, -m [Lx < Êr, 


: 26 - 实 分 析 中 的 反例 [2.22] 


19. 处 处 有 限 而 又 处 处 局 部 无 界 的 函数 . 
设 
f(z) = n, z-mn, 此 处 m 和 nn 是 互 质 的 整数 ,n> 0 
210, z 为 无 理 数 ， 
则 了 在 每 一 点 ro E Rt 都 有 定义 , 且 在 该 点 的 函数 值 有 限 . 然而 , f 在 点 xo 并 不 
局 部 有 界 . 事实 上 , 假若 存在 zo 的 某 个 邻 域 NW(zo, 0), 使 得 f 在 其 上 是 有 界 的 , 则 
N (9,0) 内 全 体 m/n 的 分 母 n 有 界 , 从 而 分 子 m 也 将 有 界 . 但 是 这 只 能 许可 有 限 
多 个 有 理 数 在 邻 域 NW(zo, 6) VJ, 这 与 有 理 数 的 全 体 在 RI 内 稠密 的 性 质 发 生 了 矛盾. 
因此 , f YE N(xo,6) 上 不 可 能 是 有 界 的 . 
20. 一 个 无 处 连续 函数 , 其 绝对 值 却 处 处 连续 . 
设 
l, x 为 有 理 数 ， 
j@= | 
一 ]， cx 为 无 理 数 ， 
则 了 在 R 内 无 处 连续 , 而 |f(z)| 三 1 在 R! 内 处 处 连续 . 
注 ”容易 证 明 , Æ f EE A 上 连续 , 则 | 用 在 4 上 亦 必 连续 . 上 述 反例 说 明了 
这 个 陈述 反 过 来 是 不 正确 的 . 
21. 有 唯一 个 连续 点 的 函数 . 


设 
rz, x 为 有 理 数 ， 
f(z)— 
—c, 2 为 无 理 数 ， 
则 f 仅 有 的 连续 点 是 0. 


22. 关于 乘积 函数 连续 性 的 例子 . 
关于 乘积 函数 的 连续 性 , 我 们 熟知 定理 : 若 了 与 9 在 xo 处 皆 连 续 , 则 fg 在 
zo 处 亦 必 连 续 . 但 当 上 与 g 在 zo 处 不 同时 连续 时 , 可 以 有 下 述 各 种 不 同 的 结果 . 
(a) f(z) = x Æ z — 0 连续 , g(x) = sin(1/z), z # 0;g(0) =0,9 在 7z=0 处 不 
连续 . 由 于 
lim zsin(1/z) = 0 = f(0)9(0), 


故 fg TE x — 0 连续 . 
(b) f(z) =s 4E -—0 连续 , g(x) = 1/z,x x: 0;g(0) = 0,g TE x = 0 不 连续 . 
其 积 fg 在 x = 0 不 连续 . 


(c) 设 
zr, c «0; —1 2 < 0， 
Je}=4 7 g(z) = 

ils TI 0, T, Y 
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则 了 与 g 在 z=0 处 皆 不 连续 . 然而 
im f(z)g(7) = lim x(—1) = 0, 
hm, f(z)g(z) = lim 1.2=0, 
所 以 
lim f(x)g(r) = 0 = f(0)g(0), 


r—0 


Hil fg E r —0 处 连续 . 

(d) fü) = gle) = tf, e APO  a(0) — 0, FJ 1g E o — 0 AERIS 
续 , 其 积 fg 在 x = 0 处 亦 不 连续 . 

总 之 , 可 列 出 下 表 


23. 关于 复合 函数 连续 性 的 例子 . 
关于 复合 函数 的 连续 性 , 我 们 熟知 定理 : E f(x) 在 x = ro 连续 , gly) 在 
yo = f(z0) 连续 , 则 复合 函数 g[f (2)] 在 x — zo 连续 . 但 当 gly) TE y — yo 5 f(x) 
JE x = xo 不 同时 连续 时 , 可 以 有 下 述 各 种 不 同 的 结果 . 
(a) 设 f(x) 5 1, 而 
1, y 为 有 理 数 ， 
0, y 为 无 理 数 ， 
则 f(x) 在 x =0 处 连续 , gly) Œ y = f(0) = 1 处 不 连续 , 而 复合 函数 g[f (x)] 三 1 
TE x = 0 处 连续 . 
(b) ik f(x) = z2, 又 设 


g(y) — 


y. gl, 
g(y) = 
Sy—$9, y>, 


则 了 在 z=1 处 连续 , g(y) Æ y = 1 处 不 连续 . 因为 
a, lz| <1, 
glf(z)]= . 
3z2 一 5， |z| > 1， 
故 复合 函数 g[f(z)] 在 xz = 1 处 不 连续 . 
(c) f(z) = sgnz TE x = 0 不 连续 , gly) = yC — y?) 在 y=0 连续 . 因为 
g[f (x)] = (sgnz)(1 — sgn?z) = 0, 


ribs 实 分 析 中 的 反例 [2.24] 


故 g[f(z)] Æ x — 0 处 连续 . 
(d) 设 gly) = y, 又 设 


l, cr 为 有 理 数 ， 
f(z) = ] 
0, r 为 无 理 数 ， 
则 了 在 z=0 处 不 连续 , gly) 在 yo = f(0) = 1 处 连续 , 复合 函数 
1, c 为 有 理 数 ， 
g[f(z)] = 
0, mcr 为 无 理 数 ， 
TE r= 0 处 不 连续 . 
(e) 设 
l, x 为 有 理 数 ， 1， y 为 有 理 数 ， 
f(x) = g(y) = | 
一 1]， c 为 无 理 数 ， 0, y 为 无 理 数 ， 


则 f(z) 在 r = 0 处 不 连续 , g(y) 在 yo = f(0) = 1 处 也 不 连续 . 但 是 , 复合 函数 
gifa) 三 1 在 zx=0 处 连续 . 

(f) 设 f(z) = 1/x,x # 0; f(0) = 0, g(y) = sgny, W f(x) E x = 0 处 不 连续 ， 
gly) 在 yo = f(0) = 0 处 不 连续 . 复合 函数 


1 
NE z 4 0, 
= z 


在 x = 0 处 也 不 连续 . 
总 之 , 可 列 出 下 表 


glf(z 在 x = zo 


连续 (a) 
不 连续 (b) 
连续 (c) 
不 连续 (d) 
连续 e) 


24. 两 个 正则 函数 , 构成 非 正则 的 复合 函数 . 
定义 在 区 间 I 上 的 函数 叫 作 正则 的 , 如 果 对 每 一 点 re Lf 在 x 处 有 左 极 
限 和 右 极 限 , BI lim ver f(y) 和 lim se; f(y) 均 存 在 . 显然 , 阶梯 函数 是 正则 的 ， 
函数 f(z) = zsin(1/z)(f(0) = 0) 是 连续 的 , 故 它 在 区 间 I = [0,1] 上 是 正则 
的 . 又 函数 gly) = sgny TE (一 00,00) 上 也 是 正则 的 . 然而 复合 函数 gof EIE 
并 不 正则 . 
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25. [0,1] 的 一 个 闭 子 集 Xo 及 Xo 到 Xo 上 的 两 个 可 换 连 续 映 射 f,g, 不 存在 f,g 
的 可 换 连 续 扩张 
De Marr 曾 提 出 下 列 问题  : 设 X 是 拓扑 空间 , 具有 性 质 : 从 X 的 闭 子 集 
Xo 到 Xo 的 每 个 连续 映射 可 扩张 到 X 上 的 连续 映射 . 此 外 , dt fog Xo 到 Xo 
上 的 两 个 可 换 连 续 映 射 , 即 对 任何 x € Xo, 都 有 flg) = gf (x)]. IR: 是 否 存在 
f g 的 连续 扩张 F, G, 使 FG 仍 是 可 换 映射 ? 
Anderson 和 Kay 指出 971, 即使 X = [0,1], 这 个 问题 的 答案 也 是 否定 的 . 他 
们 的 例子 如 下 : 设 
f(iz)eg(r)—-1, 0S r S 1/3, 
f(z) = 2/2 — 1/3 
glz) = —x/24-2/3 | ' 
Xo = [0,1/3] U [2/3, 1], 则 了 与 g 是 Xo 到 Xo 上 的 两 个 可 换 的 连续 映射 ， 假如 
F,G 分 别 是 f,g 在 六 = [0,1] 上 的 连续 扩张 , 并 今 
zo 三 inf(x : F(x) = 2/3], 
z, = ine: G(x) = 2/3], 
那么 , 由 于 F 与 G 都 连续 , 因而 F(z0) = G(zi) = 2/3, MH zo < zi 时 
G(zo) > 2/3, 等 号 仅 当 xo = zı 时 成 立 . 因此 
G[F(zo)] = G(2/3) = 1/3. 


2/9 3$ 4 && 1, 


而 
FG(zo)] < 1/6, 


于 是 
G[F (zo)] # F[G(vo)]. 
同 理 可 证 , 当 a, < xo 时 , F[G(zi)] = 0, G[F(z1)) > 1/6. 由 此 可 见 , f, g 不 可 
能 有 可 换 的 连续 扩张 . 
26. 函数 y = f(u)u = g(x) 适合 lima flu) = B,lims—ag(£) = A, 但 
lim; ,4 f(g(z)] 不 存在 . 


it 
TÉ, 550 
nade n 
(1 = l/qg, z= p/q, p q4 是 互 质 的 整数 , H. q > 0, 
"7 18 z 为 无 理 数 . 


从 而 
lim. f[g(a)] — 0. 


- 30- 实 分 析 中 的 反例 [2.28] 


TUR x 为 有 理 数 ,z = p/q, W g(z) = 1/q, 从 而 
lim f[g(z)] = 1. 

可 见 , lima. flg(z)] 不 存在 . 

iE 我 们 有 如 下 的 命题 (参看 [7], p.103): WAR PR f 与 g 满足 下 列 两 条 件 之 
一 , (1) f(u) TE uo 连续 ,lim ,4, g(x) = uo, (ii) lim, vv J(u) = A, limy_ ,zo g(x) = 
uo, 但 在 zo 的 某 一 邻 域 (£o 一 ô, mo). (zo, xo 十 6) V3, glx) Æ uo, 那么 

Jum f fg(x)] = im F(u). 

这 个 定理 具有 很 重要 的 意义 我 们 时 常 对 自 又 变量 作 代 换 来 求 极限 ， 其 实 是 基于 这 
个 定理 的 . 例如 , SK imre flg(7z)] 时 , 作 代 换 u = g(x), 而 由 lim; aog(z) = uo, 
把 求 lim; Ls, f[g(x)] 的 问题 化 为 求 极限 lim, su, f(u). 上 述 反 例 表 明 这 样 作 代 换 ， 
并 不 是 永远 通行 无 阻 的 , 还 必须 注意 定理 的 条 件 . 因此 , 在 讨论 lim; so f(g(x)] 时 ,不 
考虑 定理 的 条 件 而 轻易 地 作 代 换 u= glx), 并 从 limo glx) = 0 和 lim, so f(u) = 
1 来 断定 

lim flg(z)] = lim f(u) — 1, 

那 就 是 错误 的 . 
27. E EE y = fu) M u = 9%(z)， 其 复合 函数 flg E 7) 处 处 连续 ， 并 适合 lim, 

f(u) c, lim; 4 g(z) =b limsa f(g(x)] Æ 


B g(x) 三 0, 又 设 
二 
ras s x 0, 
则 有 limo f(z) — 0. 然而 对 于 一 切 z, f[g(x)] = 1, 所 以 lima so f[g(z)] = 1. 


iE ”如 果 再 附加 条 件 : ra AW g(x) z b. 那么 这 个 反例 就 变 成 不 可 能 的 了 . 
28. 函数 f(x)(n = 1,2,…) 在 wo 均 连 续 , 而 (m) = sup, f,(v) 在 xo 间断 . 
在 R! 上 定义 函数 fn 如 下 : 


0, cx 0; 
falz) = $ nm O-«rzxl/n, 
1; mz Uf 
易 见 , 函数 fa (n — 1,2,…) Æ R! 上 都 连续 . 然而 上 确 界 函数 
" : P 0, æ<0, 
fem merino [t Lin 
TES x= 0 间断 . 
注 可 以 证 明 , 假如 定义 在 点 集 M 上 的 有 限 多 个 函数 fy ,2,--- ,n) 在 


点 xo € M 都 连续 , IA EET A IEK K 
f(r) = max fk(z) 
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及 最 小 值 函 数 
g(r)-— min fy(x) 


l<k<n 

在 点 zo 也 连续 (参看 [8], pp.112 一 113). 上 述 反 例 说 明了 不 能 把 这 个 命题 推广 到 无 
穷 多 个 函数 的 情形 . 
29. 一 个 无 处 连续 函数 , 其 反 函 数 却 处 处 连续 . 

$6 — 450 =g = has bos 3.06 3c, RE, 分 母 是 32 分 子 是 
小 于 分 母 的 正 奇数 . 再 令 a = t, a2 = $,a53— 4, a4 = $,45— as = $, ,一 般 
是 到 及 ER. SA (en) M {on} 忠 1 是 一 一 对 应 的 . 令 f(cn) = am 则 f EE 
何 点 的 上 极限 是 1, 下 极限 是 0, 故 f 在 任何 一 点 均 不 连续 . (ELHUS ERG glan) = cn 
在 每 一 点 都 连续 . 

注 设 flan) = Cn; 则 f 在 每 一 点 都 连续 ， Tft] EC Je p R g(cn) — Qn 却 无 处 
30. 有 限 区 间 上 的 一 个 一 对 一 的 连续 函数 , 其 反 函 数 不 连 续 . 

考虑 函数 


glx) = (coss, sinr), 0 YM 


则 9 是 一 个 从 区 间 J = [0, 27) B R? 中 的 单位 圆 的 圆周 c FB EE RK 
数 , 但 这 时 g-1! 是 把 圆周 c 映 到 区 间 J Eb, 因此 它 不 可 能 是 连续 的 , 因为 要 把 圆周 
展开 在 一 个 区 间 上 , 就 必须 “ 破 开 ”这 圆周 . 事实 上 我 们 看 到 , g^! 把 (1,0) 这 一 点 
映 到 0 € 7 E, 而 把 接近 (1,0)、 但 在 它 以 下 的 c 上 所 有 的 点 映 到 J 中 接近 25 的 
mA b. 
ik 如果 一 对 一 的 连续 函数 f 的 定义 域 是 紧 集 , 那么 广 ! 必定 是 连续 的 (S 
看 [119], p.192). 例 30 说 明了 在 这 个 陈述 中 , 函数 的 定义 域 为 紧 集 的 条 件 是 不 能 去 
Té. 
31. 不 能 作为 任何 连续 函数 序列 的 极限 的 函数 . 
在 区 间 [0,1] 上 定义 函数 : 
l, x 为 有 理 数 ， 
f(x) = ^ 
0, z 为 无 理 数 . 
可 以 证 明 , 不 存在 [0,1] 上 的 连续 函数 序列 {fa} 使 对 每 一 x e [0, 1], 都 有 
Jim fala) = f(x). 
事实 上 , 假若 f 是 某 个 连续 函数 序列 {fn} 的 极限 : 
f(z) = lim falz), 0&r&1 


-32> 实 分 析 中 的 反例 [2.33] 


d 


p 一 t : falz) <1- " 0<z< 中 S — n F9, 
那么 , 由 于 f 都 是 连续 函数 , 所 以 对 于 任何 自然 数 Sk, FÜ 都 是 闭 集 (参看 
[8]. pp.115 一 116). 从 而 SUP 也 是 闭 集 . 再 由 关系 式 
f(x) = lim fal) 
得 到 dii 


Tgi faes U | BED, 


因此 , (m : f(x) «1) 是 一 个 F, 型 的 集 . 
另 一 方面 , {x : f(x) < 1) 是 [0,1] 上 的 一 切 无 理 数 所 组 成 之 集 , 因而 它 不 是 
F, 型 的 集 (参看 [39], p.26), 由 此 导致 蔬 盾 . 因此 , 不 存在 连续 函数 序列 {fn}, 使 对 
每 一 x € [0,1], 都 有 
lim fala) = fle- 


32. [0,1] 上 的 一 个 函数 f, 它 的 连续 点 所 成 之 集 在 [0, 1] 中 稠密 , 但 f 不 是 某 个 连 

续 函 数 序列 的 极限 . 

我 们 先 陈述 Baire 准则 如 下 : 

设 f 是 定义 在 完备 集 E Lex, 则 f 是 E 上 某 个 连续 函数 序列 的 极限 的 
必要 充分 条 件 是 : 对 EBERT EP, 作为 限制 在 P 上 的 函数 时 , CE 已 上 
至 少 有 一 个 连续 点 (参看 [25], 中 译本 p.221). 

由 Baire 准则 立即 推 知 , 例 31 中 的 函数 f 不 能 作为 任何 连续 函数 序列 的 极限 . 
现在 我 们 进一步 构造 一 个 定义 在 区 间 (0, 1] 上 的 函数 , 它 的 连续 点 所 成 之 集 在 [0, 1] 
中 稠密 , 但 它 仍 不 是 某 个 连续 函数 序列 的 极限 . 

Wt E Æ [0,1] Pise SERES, (a bi) (i — 1,2,…) 是 马 的 全 体 邻 接 区 间 , 在 
[0,1] 上 定义 函数 f 如 下 : 

1l, ZX=Qi 或 I=Bi,i=1,2,.…， 
70716. 其 他 情形 
易 见 , f 在 [0.1] 的 稠密 子 集 UL (ain 83;) 上 是 连续 的 . 然而 , f 作为 限制 在 E EK 
函数 时 , EE 上 无 处 连续 . 于 是 由 Baire 准则 可 知 , f 不 能 作为 连续 函数 序列 的 
极限 . 


33. [0,1] 上 的 一 个 具有 不 可 数 间断 点 的 函数 , 它 却 是 某 个 连续 函数 序列 的 极限 . 


i P H [0,1] rPügse SLE, S 
L me 
f(z) = 
0, œe [0,1]\P. 
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易 见 , f 在 P 上 无 处 连续 . 

效 证 六 是 某 个 连续 函数 序列 的 极限 . 为 此 , 我 们 任 取 [0,1] 的 完备 子 集 A. 如 
果 ACP, WE AE, f(x) « 1, 从 而 三 作为 限制 在 A 上 的 函数 时 , 它 在 4 上 是 
连续 的 . 如 果 A C P 不成立, 则 存在 ro € A H. roe P. 由 于 P 是 闭 集 , 因而 存在 
zo 的 基 个 邻 域 W(zo,6), 使 N(xo,6) A P = Ø. Œ AN N(xo.ó) E, f(x) 三 0, 可 见 
f 作为 限制 在 4 上 的 函数 时 , CE A 上 至 少 有 一 个 连续 点 . 因此 , 由 Baire 准则 可 
知 , f 必 是 某 个 连续 函数 序列 的 极限 . 

f 是 某 个 连续 函数 序列 的 极限 也 可 由 下 列 命 题 直接 得 到 : 有 界 闭 集 的 特征 函数 
必 是 某 个 连续 函数 序列 的 极限 (参看 [27], 中 译本 p.491). 

ik 我 们 甚至 还 可 进一步 构造 区 间 [0,1] 上 的 一 个 函数 , 它 在 任 一 非 空 开 区 间 
I1 c [0,1] 上 都 有 不 可 数 的 间断 点 , 但 它 仍 是 某 个 连续 函数 序列 的 极限 . 

设 P,(n-—1,2,---) Æ [0, 1] 中 的 一 列 两 两 不 相交 的 完备 玖 集 , 并 且 对 于 [0, 1] 


的 任 一 非 空 开 区 间 I, 它 都 含有 这 些 集合 中 某 些 集合 的 点 . 令 
Ex |J. 
n=l 
显然 , E 是 [0,1] 中 的 一 个 不 可 数 的 稠密 集 . 在 [0,1] 上 定义 函数 f£. 如下: 


0, ZE 万 ， 
f(z) = 
l/n, xz€P,n-12,.-. 


任 取 非 空 开 区 间 7 c [0,1], f 在 IT 上 显然 有 不 可 数 个 间断 点 . 另 一 方面 , 仿照 例 33 
的 证 明 , f 是 某 个 连续 函数 序列 的 极限 . 


34. 函数 序列 (JO), 对 于 任意 固定 的 n, 当天 一 oo 时 {J(”(z)} 处 处 收敛 于 
f(x), 而 当 n — oo 时 {f(z)} KAF f(e), 但 {f(z)} 的 任何 子 
列 并 不 处 处 收敛 于 f (a). 
设 
1, zx 为 [0,1] 中 的 有 理 数 ， 
0, x [0,1] 中 的 无 理 数 ， 
则 了 不 可 能 表示 成 连续 函数 序列 的 极限 (参看 例 31). 再 设 


2k 


f(z) = 


DuC = (cos nra) 


l, nie 为 整数 ， 
f(g) = 
0, n!e 不 为 整数 ， 


(cosmlrz)2 = 1, 


im JC? (a) sk 


34 实 分 析 中 的 反例 [2.35] 


当 nlz 不 为 整数 时 ， 
(cosn'rz)? =q < 1, 


从 而 
Jim FE? (a g) = 0; 


即 有 
Jim Es (ag) = f(x, O<zr<1. 


X, 对 任 一 zo € [0,1], Zr zo 为 有 理 数 , zo = q/p, q. p 为 互 质 的 整数 且 p > 0, 则 当 
n > p 时 , n!/p 是 整数 , mlzo = n!g/p 亦 然 , 从 而 f? (xo) = 1, 因此 

Jm f? (a5) = 1. 
Xi oro 为 无 理 数 , 则 由 于 对 任何 正 整数 n,nlzo 不 会 是 整数 (如 若 不 然 , 有 正 整数 no 
使 nolzo = q, q 是 整数 , 则 zo = q/no! MM 这 是 矛盾 的 ), 所 以 对 一 切 n, 都 
有 f (ro) = 0, 因此 

lim. f? (zo) = 0. 


综 上 所 述 , 我 们 得 到 
lim f™ (x) = f(x). 


n— oe 


但 对 任意 固定 的 mw 有 f (s) = (cosnizz)?* 是 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 , 所 以 
Ut (x)) 的 任何 子 列 {f(z)} 都 不 会 收敛 到 函数 f(z)( 参 看 例 31). 


35. 仅 在 有 理 点 间断 的 严格 递增 的 函数 . 

设 1,72,… ,为数 轴 上 的 全 部 有 理 点 , 命 

fm= 35 元 
这 里 , 按 一 切 使 ry <x WIRE k 求 和 因为 所 给 的 级 数 总 是 收敛 的 ， 所 以 这 个 
函数 对 一 切实 数 z 都 有 意义 . 又 因为 对 任意 两 个 实数 01.02, mi < ro. 总 存在 有 理 
数 rka, 使 得 zi < Tko < x2, 所 以 
f(z2) > f(x1) 十 

因此 , 函数 了 在 R TADE. 

我 们 先 来 证 明 , 这 个 函数 在 每 个 有 理 点 r 都 是 间断 的 . 事实 上 , 对 任 一 z >r, 


-Yx -Lat È 元 


t? TK «Tr rErky«r 


假定 有 理 点 r 的 足 码 为 n, 那么 


e 2 f(21). 


有 


1 1 
> 3k > on 


r&E£ry«rz 
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因此 


ft)» TTE 


在 这 个 不 等 式 中 , S r 一 7 十 (HI r 保持 大 于 7 而 趋向 于 v) 而 取 极限 , 就 得 到 
f(r-) 2 JJ 上 去. 
由 此 可 见 , 函数 在 每 个 有 理 点 vs 都 是 右 间 断 的 , 而 且 它 的 右 方 跃 度 f (rn 十) 一 
Fn) 2 去; 因而 在 点 7 处 间断 . 
我 们 再 来 证 明 , 函数 f 在 其 他 点 都 是 连续 的 , 且 在 有 理 点 ra 处 的 牙 度 等 于 u. 
这 个 结论 可 以 从 下 面 的 考虑 得 出 : 对 于 单调 函数 而 言 , 它 的 上 界 和 下 界 之 差 大 于 或 
等 于 一 切 跃 度 之 和 , 而 
sup f(g) = » 3 =]; inf J = 
所 以 一 切 跃 度 之 和 S 满足 不 等 式 
Sx. 
一 方面 , 一 切 跃 度 之 和 大 于 或 等 于 诸 点 rp 处 的 右 方 跃 度 之 和 , 所 以 
$2 Žu z = 
因而 在 诸 点 ra AAIR MET KAAR REEERE. 由 此 可 知 , 函数 三 在 
其 他 各 点 均 连续 , 目 在 点 处 的 路 度 恰好 等 于 d. 
由 例 35 的 构造 法 可 知 , 对 于 任意 给 定 的 RE! 中 的 可 数 集 A, UE AE 
的 一 个 严格 递增 函数 f. 使 f 在 A 上 无 处 连续 而 在 RA 上 处 处 连 
Hardy [57] vos m uu 函数 如 下 : 


(5 iE ;) ， cm—p/q, pq JE RIISEREH, q > 0, 


Lam 
zx, x 为 无 理 数 . 
Bhaktal45 研究 了 下 列 函 数 的 性 质 : 对 a > 0,0<z<1, 令 
0, cy —03X r 为 无 理 点 ， 


q^, r-—p[/q. p,q 为 互 质 的 整数 且 gq > 0. 
他 指出 , fa 在 [0,1] 的 每 个 非 零 有 理 点 都 间断 , 而 在 [0,1] 的 其 他 点 处 都 连续 . XC 
0«o«1Hf, fa 在 [0,1] 上 无 处 可 微 ; C4 1«0o <2 Bf, fa 在 z=0 人 处 可 微 ; 而 当 
a > 2 时, fa 在 [0,1] 上 几乎 处 处 可 微 . 
Kristensen V 于 1968 年 构造 了 一 个 定义 在 实 直线 上 的 函数 , 它 在 每 一 有 理 
点 间断 , 而 在 每 一 代数 数 的 无 理 点 处 可 微 . 他 还 进一步 证 明了 定义 在 实 直 线 上 的 每 
个 在 有 理 点 间断 的 函数 , 一 定 存在 不 可 微 的 无 理 点 所 成 的 稠密 子 集 . 


36. 在 Cantor 集 上 连续 而 在 它 的 邻接 区 间 上 无 处 连续 的 函数 . 
设 C 为 [0.1] 中 的 Cantor 三 分 集 , C 的 邻接 区 间 按 它们 的 长 度 减 小 顺序 进 


Hj = 


- 86 - 实 分 析 中 的 反例 [2.37] 


(a1, b1) = (1/3, 2/3), (az, b2) a (1/9, 2/9), 
(as, bs) = (7/9,8/9), (a4, b4) = (1/27, 2/27), 
(as, bs) = (7/27, 8/27), 
X3 {cn} 是 一 个 实数 序列 且 e; £0 (n = 1,2,---), limn_,oo tn —0. $ 
0, XEO, 
f(x) = Cn; T = (an + bn)/2, 
线性 ， xE [an, (an + bn)/2] 或 [(an + bn)/2, bn]. 
易 见 , f 在 区 间 (an, bn) 内 的 图 像 是 折线 , 所 以 当 zo € (an, bn) 时 , f 在 点 zo 连续 ; 
而 当 xo € C 时 , f(x0) = 0, 由 于 cn 一 0 (n — 00), 从 而 


因此 , f 在 点 zo 也 连续 . 综 上 所 述 , 可 知 f e [0,1] 上 处 处 连续 . 又 设 
1， 为 [0,1] 中 的 有 理 点 ， 
glg) = 
3 0, xH [0,1] 中 的 无 理 点 ， 
并 令 
F(z) = f(z)g(z). 


于 是 , 若 zoeC, 则 f(z0) = 0, 从 而 F(zo) —0. 由 于 了 在 [0,1 上 连续 , g fk [0,1] 
上 有 界 , 故 
lim F(x)= lim f(zx)g(x) = 0. 


AZ, F TES xo 连续 . 因为 zo € C 是 任 取 的 , BrEA F XE C. 上 处 处 连续 . 

Æ xo € [0,1NC = UX (an, bn) E. zo 为 有 理 点 , W 

F(x0) = f(xo) # 0. 

因为 在 xo 的 任何 邻 域内 恒 有 无 穷 多 个 无 理 点 , 而 在 这 种 点 上 F WEER, 所 以 F 
在 点 zo 间断 . 同 理 可 证 , 当 zo € [0,1NC H zo 为 无 理 点 时 , F 在 点 xo 也 间断 . 总 
È, F E Us (an, bn) 上 处 处 间断 . 
37. 在 Cantor 集 上 无 处 连续 而 在 它 的 邻接 区 间 上 连续 的 函数 . 

it C 为 [0,1] 中 的 Cantor 三 分 集 , (as, b) (n = ,2,---) 是 它 的 邻接 区 间 . 
在 [0,1] 上 如 下 定义 f: 

0, xEC, 
f= < 1; x = (an + bn)/2, 


线性 ， TE lan, (an H bn)/2] 或 [(an + bn)/2, bn]. 
易 见 ， f 在 C 上 无 处 连续 而 在 Une. 1(85, 54) 上 连续 . 
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38. 在 任意 给 定 的 Fo 型 集 上 间断 的 函数 . 


对 于 一 个 给 定 的 E, 型 集 E = UL Fn, 其 中 F(n-1,2,--) 都 是 闭 集 , 可 
以 认为 这 个 序列 是 渐 张 的 , 即 E, C Frya (n = 12, --). 事实 上 , 如 果 它 不 是 渐 张 
的 , 那么 , RER Fi U Fo 代 以 FS, FLU F5 U F3 代 以 Fs, 等 等 . 于 是 , 新 的 闭 集 
序列 是 渐 张 的 , 且 这 些 闭 集 的 并 集 也 是 E. 
我 们 在 R! 上 定义 函数 fa 如 下 : 
1/10", x 是 F, 中 的 有 理 点 ， 
fn(x) == 2/10", c 是 PF. 中 的 无 理 点 ， 
0, 2 不 是 EQ 中 的 点 . 
显然 , 函数 fn ER Fa 的 一 切 点 间断 , 而 在 RINE, 的 一 切 点 连续 . 令 


= » fn (x), 


因为 |f (x)| < 2/10", 故 据 Weierstrass "m AM- 判 别 法 , 级 数 77 fala) TE R! 上 
是 一 致 收敛 的 . 我 们 任 取 zo € RIE, 由 于 每 个 函数 fn 在 点 xo 都 是 连续 的 , 故 由 
级 数 > fala) 的 一 致 收敛 性 可 知 , 函数 了 在 点 xo 也 是 连续 的 . 兹 证 , 对 于 任何 
zo € E, f 在 + xg peas. FE, T ufi zo € Fn 而 ZoEF 1， T3À, Zo 是 函数 
fis fos ,fn-1 的 连续 点 , 而 是 函数 fus fuas 的 间断 点 , 并 且 函 数 fn 在 点 mo 
处 的 振幅 大 于 或 等 于 1/10", 函数 fayi fn42,… 在 点 zo 处 的 振幅 之 和 不 大 于 
/T0202 4 07. 

这 样 一 来 , 函数 f 在 点 co 处 的 振幅 大 于 或 等 于 1/10” — 2/9 10", 因而 了 在 点 zo 
是 间断 的 . 


注 对 于 任何 从 R 到 R 内 的 函数 来 说 , 其 间断 点 集 都 是 一 个 Fo WR ( 参 
看 [118], p.84). 由 于 R! 内 全 体 无 理 数 所 成 之 集 不 是 一 个 Fo 型 集 , 因而 不 可 能 作 
出 一 个 在 每 个 有 理 点 连续 而 又 在 每 个 无 理 点 间断 的 从 R 上 到 R! 内 的 函数 . 


39. [0,1] 上 的 一 个 函数 f, 它 的 连续 点 所 成 之 集 4 与 间断 点 所 成 之 集 D 在 [0, 1] 
内 都 稠密 , 且 对 任何 开 区 间 (a, 8) c [0,1], 交集 An (0,8) 与 Br(o, 8) 都 具 
有 连续 统 的 势 . 
我 们 把 区 间 [0, 1] 分 为 两 个 不 相交 的 集 : 一 个 是 在 [0,1] 内 稠密 的 EF, 型 集 A, 
另 一 个 也 是 在 [0,1] 内 稠密 的 Gs 型 集 B, NEA 任意 非 空 开 区 间 (a, 8) c [0,1], 
交集 4n (a,B) 与 Bn(o, B) 都 具有 连续 统 的 势 (这 种 分 法 的 例子 可 以 参看 第 一 
例 37). 


设 4 = Um. 其 中 {Fn} 是 渐 张 的 闭 集 序列 , 并 在 区 间 [0, 1] 上 定义 函数 


TE 实 分 析 中 的 反例 [2.42] 


f, 如 下 : 
1/10", rJ Fa 中 的 有 理 点 ， 
fala) = $ 2/10”, x FE, 中 的 无 理 点 ， 
0, x H [0, 1]V Fa 中 的 点 . 
令 


f(z) = M fala), 
n=1 


则 与 例 38 的 证 明 方 法 一 样 , 可 得 f 在 B. 上 连续 而 在 A 上 无 处 连续 . 
40. 不 能 在 全 轴 上 作 连 续 扩张 的 有 界 集 上 的 有 界 连续 函数 . 

函数 y= sin(1/2) 在 (0,1) 内 连续 且 有 界 , 但 是 不 能 将 它 保持 连续 性 而 扩张 到 
全 轴 上 , 甚至 不 能 将 它 保持 连续 性 而 扩张 到 闭 区 间 [0,1] E, 这 是 因为 当 m — 0 时 ， 
ERR. y = sin(1/z) 不 趋向 于 任何 有 限 极限 . 

$ 容易 证 明 , ARR 了 在 R 的 有 界 子 集 上 一 致 连续 , 则 可 把 它 保 持 连续 性 
而 扩张 到 R' b. 上 述 反 例 说 明了 在 这 个 命题 中 一 致 连续 性 的 条 件 不 能 去 掉 . 
41. 以 一 个 任意 的 非 紧 集 为 定义 域 的 连续 的 无 界 函 数 . 

à) 若 4 是 实数 的 一 个 无 界 集 , 令 

f(r)2z, TEA. 

(i) 若 A 是 实数 的 一 个 有 界 集 , 但 是 非 闭 的 . 设 e 为 4 的 一 个 聚 点 且 EA, 

则 令 
f(s) = 一 -， 

易 见 , f 是 非 紧 集 A 上 的 连续 的 无 界 也 数 . 

注 定义 在 紧 集 上 的 连续 函数 必定 有 界 (参看 [39], p.21). 上述 反例 说 明了 定 
义 在 非 紧 集 上 的 连续 函数 未 必 有 界 , 甚至 对 于 任意 给 定 的 非 紧 集 , 都 可 以 构造 一 个 
定义 在 其 上 的 连续 的 无 界 函 数 . 
42. (0,--oo) 上 的 一 个 实 值 函数 f, 它 在 无 穷 多 个 点 上 连续 , 且 对 每 一 x € (0, 十 00)， 

f(z) = 0 当 且 仅 当 f(2x) 关 0. 

下 面 的 例子 是 由 Demos 作出 的 [65]: 设 


0, 22k < p « 22*1, 


rc A. 


f(z) = 


1, 29k-! cg « 22k, 


这 里 ,大 是 任意 整数 , 则 函数 p 具有 所 需 的 性 质 . 
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43. [0, +œ) 上 的 一 个 连续 且 有 界 的 函数 , 它 在 [0,+cc) 上 不 一 致 连续 . 

设 f(x) = sinz2, 则 f f£ [0, +00) 上 连续 上 且 有 界 . 但 是 , CE [0,+cc) 上 并 不 

注 可 以 证 明 , Xy 在 [0,+co) 上 连续 且 lim, + f(x) 存在 , 则 在 [0,+eo) 
上 必定 一 致 连续 . 上 述 反例 说 明了 在 这 个 陈述 中 , 不 能 把 im, +。 f(x) 存在 ” 代 
以 “f 在 [0, +00) EER”. 

X, 定义 在 紧 集 上 的 连续 函数 必定 是 一 致 连续 的 (参看 [39], p.23). 上 述 反例 还 
说 明了 在 这 个 陈述 中 , 函数 的 定义 域 是 紧 集 的 条 件 不 可 去 掉 ， 
44. 两 个 一 致 连续 的 函数 , 其 积 不 一 致 连续 . 

PRA f(x) =x 和 g(x) = sinr Æ R! 上 都 是 一 致 连续 的 , 但 是 , 它们 的 乘积 
f(r)g(r) = xsinx 在 R^ 上 不 一 致 连续 . 

注 容易 证 明 , 假若 函数 f 和 g 在 它们 共有 的 定义 域 D 上 都 一 致 连续 , 并 且 
又 都 是 有 界 的 , 那么 它们 的 乘积 fg 在 D 上 也 一 致 连续 . 也 容易 证 明 , 在 有 界 集 上 
一 致 连续 的 任何 函数 在 该 集 上 部 是 有 界 的 ， 由 此 可 见 , 上 述 反例 之 所 以 可 能 , 只 是 
由 于 所 考虑 的 函数 , 它们 共有 的 定义 域 是 无 界 的 , 而 且 至 少 有 一 个 函数 是 无 界 的 . 
45. 一 个 一 致 连续 的 函数 , 其 反 函 数 不 一 致 连续 . 

函数 In x 在 区 间 [a, 十 oc)(a > 0) 上 是 一 致 连续 的 , 但 其 反 函 数 e? 在 [In a, 十 co) 
上 并 不 一 致 连续 . 
46. 两 个 间断 函数 , 其 最 小 值 函 数 却 是 一 致 连续 的 . 

在 R! EAF HEX RAKE 

= 
其 中 [z] 代表 括号 函数 . 显然 , 函数 f 和 0 JE v 为 整数 的 点 都 不 连续 . 令 
h(x) = min{z — [x], 1 — x + [z]]. 

兹 证 h 在 R! 上 一 致 连续 . 

事实 上 , 不 妨 设 h(x) 2 hly). 按 hly) 的 定义 , 存在 自然 数 n, 使 |y—n| = h(y). 
于 是 

h(x) < |y = n| < |z — y| |y — nl, 
从 而 
0 < h(x) — h(y) < |x — yl. 


由 此 可 知 , h 在 R! 上 是 一 致 连续 的 . 


40 ， 实 分 析 中 的 反例 [2.48] 


AT. EFRA 7; 与 7 上 均一 致 连续 , 但 在 n Uh 上 不 一 致 连续 的 函数 . 
置 
f(z) = |sinz|/z, 
可 证 f 在 开 区 间 7, = (—1,0) 及 15 = (0,1) 上 都 是 一 致 连续 的 . 事实 上 , 设 
l, z= 0, 
mR)= < fah Ozal, 
sinl, = L. 
因为 lim, or f(x) = 1, lim; 4. f(x) = sin 1, BrEAPRZ F(x EAE [0,1] 上 连 
£X. 由 Cantor 定理 知 F(x) 在 [0,1] 上 一 致 连续 , 从 而 F(x) 在 (0,1) Et —4 
£x, BB f(x) 在 开 区 间 Io. 上 一 致 连续 . 
同 理 可 证 , f(z) 在 开 区 间 7, 上 也 是 一 致 连续 的 . 
AE 上 在 五 UP ={z:0< |r| < 1) 上 不 一 致 连续 . 为 此 取 z' > 0, z” = 
—a' < 0, Bii 


"| 


|sinz'| |sinz à sin g’ 


if^) - A= Em. Ins E 
由 于 lim, ;osinz/z = 1, 故 对 于 任意 的 &e(0 <e < 1), 无 论 正 数 5 取得 怎样 小 , 必 
可 取得 正 数 h, 使 得 |x — z"| — h < 5, 而 且 
|f (z^) — f(z^)| = 2sinz'/z' 2 e. 
因此 , f Æ h Uh 上 不 是 一 致 连续 的 . 


48. 两 个 单调 函数 fug, 其 中 f 连续 而 9 间断 , 但 复合 函数 /og 却 是 连续 的 单调 
在 区 间 [0,2] 上 定义 函数 g 如 下 : 
2 O0Ozrcl, 


g(v) = 
ttl 1£zrc&«2. 


显然 , 函数 g 在 [0,2]. 上 是 递增 的 , 它 有 间断 点 — 1, H g(0) = 0, g(2) = 3. 我 们 
再 在 区 间 [0,3] 上 定义 递增 函数 FD: 
Y, 0O<y<l, 
f(y)= 4 1, 1< y2, 
y-1l, 2<y<3. 
容易 看 出 , 复合 函数 /lg(z)] 恒 等 于 (0 < x < 2), 因而 它 是 区 间 [0,2] 上 的 连续 的 
单调 函数 . 
注 容易 证 明 , Æ f(y) 是 严格 单调 的 连续 函数 , 而 递增 函数 y = g(m) 在 点 co 
间断 , 那么 复合 函数 flg(z)] 在 点 zo 必然 间断 . 上 述 反 例 说 明了 在 这 个 陈述 中 ， K 
数 f(y) 为 严格 单调 的 条 件 不 能 减弱 为 单调 的 条 件 . 


[2.51] 第 二 章 ”函数 -41> 


49. 两 个 区 间 之 间 一 个 无 处 单调 的 一 一 对 应 . 
在 区 间 [0,1] 上 定义 函数 f: 
T, r 是 有 理 数 ， 
1 一 x， zr 是 无 理 数 . 
显然 , f 在 [0,1] 的 任何 非 空子 区 间 上 都 不 可 能 是 单调 的 . 了 的 值 域 也 是 [0, 1], 而 且 
f 还 是 区 间 [0, 1] 到 其 自身 的 一 个 一 一 对 应 . 
类 似 地 , 可 以 作出 具有 同样 性 质 的 将 区 间 [a,b] Hon 区 间 [c, d] 的 函数 : 
L F(dü- e) —, 二 二 是 有 再 数 ， 


b — 
g—aüa t-— 
b — 


fæ) = 


d+(c—d) 是 无 理 数 . 


b—a' 
50. 两 个 严格 递增 的 函数 , 其 积 不 是 单调 函数 . 
函数 f(z) = r 和 g(x) = x 一 1 在 区 间 [0,1] 上 都 是 严格 递增 的 , 但 其 乘积 
f(z)g(z) = x(x — 1) 在 区 间 [0,1] 上 既 不 递增 也 不 递减 . 
51. 无 处 单调 的 连续 函数 . 
在 |r| < i, 设 filz) = |z|, 而 在 其 他 的 z 值 处 , 用 1 为 周期 来 延 拓 户 (z)， 
即 : 对 每 个 实数 T Re n, 都 有 file +n) = fi(z). 4n» 1 BI, 定义 户 (z) = 
4771 fa (4n71y), 于 是 , 对 于 每 个 整数 n, f 是 有 周期 4771. 的 周期 函数 , 其 极 大 
值 为 1.4 "tl. 最 后 , 以 RI 为 定义 域 规 定 f 


f(e) = "LC - > 
因为 |f(z)| < i agp m 故 据 ” TDS e AM- 判 别 法 , 这 级 数 在 R! 上 一 致 收 
S, 因此 f 在 R! 上 处 处 连续 . 在 任何 形 如 a — k- 47" 的 点 , 式 中 天 是 整数 , m 是 
正 整 数 , 24 n>m 时 就 有 fala) =0, 从 而 

f(a) = fi(a) +- fm(a). 
对 于 任何 正 整 数 m, i hmn EE 4 71. FE, n» 2m d HT fala+hm) = 0, 
所 以 
f (a - ha) — fla) = [fa(a + ha) — fi(a)] +--+ [fma + hm) — fm(a)] 
t Imai(a d ha) +: fem+i(a + ha) 

2 -mhm + (m-41)h = hm > 0. 

同样 地 ， 
f(a— hn) — fla) 2 -mhmt (mt Dhm = hm > 0. 

由 于 形 如 a= k-4-" 的 点 在 R!) 中 是 稠密 的 , 所 以 不 可 能 在 一 个 非 空 开 区 间 上 
单调 


[42 实 分 析 中 的 反例 [2-54] 


注 vbupst— 2p Bis JC Ab 6 US B) nT fni eRCRCRIUC AE 6G 5] 46 XT YE B PRG (参看 第 
三 章 例 3s 和 第 十 一 章 例 29). 
52. 以 一 个 任意 的 非 紧 集 为 定义 域 的 连续 的 有 界 函 数 , 它 没有 极 值 . 

à) E A 是 一 个 无 界 的 实数 集 , 令 

f= ; 
则 /在 4 上 没有 极 大 值 . 如 果 定义 
f(z)-( iie GEL 

此 处 [e] 是 小 于 或 等 于 [e| 的 整数 中 最 大 者 , 则 f 在 4 上 既 没 有 极 大 值 也 没有 极 
小 值 . 

(i) 如 果 4 是 一 个 有 界 的 非 闭 的 实数 集 , 设 c 是 4 的 一 个 聚 点 , 但 cE4. S 

füe)-—-—lhm—zd SEA 
这 时 f 在 4 上 没有 极 大 值 . 如 果 定 义 
f(z) = 1) bl Go - [s - el}, 

其 中 方 括号 再 一 次 用 来 表示 “括号 图 数 ", 而 工 是 某 个 包含 4 的 区 间 的 长 度 , 这 样 
的 函数 f 在 4 上 既 没 有 极 大 值 也 没有 极 小 值 . 

注 ELERE LIE RROA IRE (参看 [39. p.21). 上述 反例 说 明了 非 
紧 集 上 的 连续 函数 未 必 有 极 值 , 甚至 对 于 任意 给 定 的 非 紧 集 , 都 可 以 构造 一 个 定义 
在 其 上 的 连续 的 有 界 函 数 , 它 没 有 极 值 . 
53. 定义 域 为 紧 集 的 没有 局 部 极 值 的 有 界 函 数 . 

取 闭 区 间 [0,1] 作为 定义 域 , 这 是 个 紧 集 , 对 于 v € [0,1], 定义 

eair, ga m,n 为 互 质 的 整数 , H. n > 0, 
f(x)= n+1 n 
0, r 是 无 理 数 ， 

则 在 [0, 1] 的 每 个 点 的 任 一 邻 域内 , f EREE SOR UT 1 与 —1, 却 总 是 介 平 二 
者 之 间 . 

注 定义 域 为 紧 集 的 连续 一 数 必 有 极 值 . 上 述 反 例 说 明了 在 这 个 命题 中 , 不 能 
把 函数 的 “连续 性 ” 代 以 “有 界 性 ”. 
54. 有 无 穷 多 个 局 部 极 大 值 而 无 局 部 极 小 值 的 函数 . 

B f(z) = 一 x, 一 1 <x <1; 又 对 任意 x e R!, 4 f(z 二 2) —2f(x), W f i 
R! 到 g' 上 的 函数 , 上 且 具 有 无 穷 多 个 局 部 极 大 值 而 无 局 部 极 小 值 . 


g2 
———, TEA. 
zr? +1 
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55. 处 处 取得 局 部 极 小 值 的 非常 值 函 数 . 
i E 是 区 间 [0,1] 中 的 Cantor 集 , 令 


1, r€/[0,1|V£, 
f | EUKIN 
0, ZE 万， 


则 函数 f 具有 所 需 的 性 质 
56'. 在 每 个 区 间 上 有 一 个 真正 局 部 极 大 的 函数 . 
下 面 的 例子 属于 Posey 和 Vaugnan [28]. 
B {ra} 是 实数 集中 一 个 处 处 稠密 的 集 (点 点 不 同 ), 又 设 
g(x) = 1 — min{1, |z|}, 


f(x) 一 P galz), 


n=1 


这 里 gn (x) 一 Ang( 27), 而 正 实 数 An 和 Wn 待定 . 
我 们 对 n 归纳 地 定义 gn, 显然 , 当 [m — ra| > wn 时 , gu (x) = 0. 以 In 表 区 间 
lr — ra| € wn, 并 称 其 为 gn 的 伴随 区 间 . 我 们 还 定义 


fala) = 2 gj (2). 


一 般 , 我 们 要 求 (i) 0 < A, < 2- n: (ii) n 的 端点 异 于 所 有 的 点 rj (7 = 

ZO 和 (ii) Æ ET j « Tn, 则 不 是 (iii^) TAS; H Wn 取得 号 使 di 和 $; 不 相交 ， 

"is (üi) rn € Ij; H wn 取得 使 In 严格 地 位 于 G P, ra 不 属于 的 那 一 半 . 例 
All, d 


Tj —Gj < Tn &Tj, 
则 


Tj — Wi € Ty — Up < Tn d Un < Tj. 


归纳 地 取 正 常数 An 和 wn, 使 (i), Gi) 和 (Gi) 成 立 . 显然 , 由 (i) 知 了 的 定义 
合理 , 而 且 不 管 常数 ww 如 何 选 取 , 它 总 连续 , 以 后 我 们 将 改变 某 些 常数 An 和 wn, 
但 总 认为 条 件 (3), (3) 和 (ii) 继续 成 立 , 对 选取 An 和 wi, 的 这 些 条 件 (i), (3) 和 
(iii) 将 不 在 构 作 的 每 一 步 中 重复 写 出 . 

WE A. 和 wi 按 上 述 要 求 选取 , 这 样 定义 了 fu. 作为 “三 角形 ”函数 ga 的 和 ， 
f, 将 取 作 适合 

(a) fn Æ rn 有 一 个 真正 局 部 极 大 , 并 且 在 (ra — wn ra) 上 为 线性 递增 , 在 
(Tn, Tn 十 wn) 上 为 线性 递减 ; 

(b) € fc 4 BH 44, 4 «9 B falra) < filr). 

W foa 已 经 取 好 , EA (a) 和 (b). 若 丈 在 万 的 外 部 ,这 里 7 = 1,2,- 
1, 则 An 和 wn 不 再 改变 , 而 (a) 和 (b) 对 fa 也 成 立 , 否则 , 设 h 为 不 超过 nn 一 1 


AM 实 分 析 中 的 反例 [2.57] 


的 最 大 整数 , 使 ra € D. 于 是 按 前 面 所 加 的 限制 , LS 或 者 严格 地 在 (ru — wh, rn) 
内 , 或 者 严格 地 在 (rh Th + wn) 内 , 而 fy TE In 上 为 线性 的 . 由 (a), falra — wn) 
和 falin 4-08) 都 小 于 falra), 所 以 An 可 以 取得 足够 小 , 以 使 Fors) < falra). 车 
rh € Ij, XE j < h, W In C I5, SEE (b), falra) < filtri) 于 是 falra) < Flr), 
(b) 就 成 立 . 固定 An, 我 们 可 以 减 小 w 直到 (a) 满足 , 实际 上 , g; 的 最 大 和 最 小 斜 
率 为 土 4;/w;, 因此 只 需要 


A. X3 A 
m "Pri 

就 可 以 保证 (a) 成 立 , 因此 归纳 法 完成 , 而 且 条 件 G), (3), Gii) 和 (a), (b) 都 成 立 . 

这 样 定义 的 函数 f. 在 每 个 点 mm 处 有 一 个 真正 局 部 极 大 . 其 实 , 设 ze mn, H 
£ É ors. 则 可 证 f(x) < f(r4). Æ ZE 万 — n Ln o 2,--- , WH (a), f(x) = 
fa(z) < fa(ra) € f(ra). 现在 设 h 是 超过 n 的 最 小 指标 , 使 x e n. 如 果 存 在 一 个 
超过 n 的 最 大 指标 大 使 re 及 成立 , 则 由 (a) 及 (b), 

f(z) = fa(z) < fa(rk) < fu(ra) S f(r«). 
如 果 这 种 到 不 存在 , 则 f(z) = limi fi, (x), 这 里 £ € Ig, — 1,2,---, HRA W 
ki >h. TÆ 
fei (x) < fe (rk) < fna(rn) < fn(rn), 
因此 
f(z) € fa(ra) < fu(ra). 

57. 具有 介 值 性 质 的 间断 函数 . 

在 闭 区 间 [0, 1/2]. 上 如 下 定义 函数 : 

ls 工 二 1/27,n 为 奇数 ， 
fn) 4 0. yc 03k r-—1/2^. n 为 偶数 ， 
Zh 1/2201 <x € 1/22, n=1,2,.…. 

易 见 , f E x = 0 不 连续 , 但 f ARAMETE. B, 如 果 M 是 介 于 数 f(0)— 0 
和 f(1/2) = 1 之 间 的 任意 实数 , 那么 在 开 区 间 (0, 1/2) 内 至 少 可 以 找到 一 点 €, 使 
得 f(£) = M. 

ik 可 以 证 明 , 闭 区 间 上 的 连续 函数 具有 介 值 性 质 (参看 [7], p.113). 上 述 反例 
说 明了 介 值 性 质 绝 不 是 连续 函数 的 特征 , 对 于 不 连续 函数 也 是 可 以 发 生 的 . 


[2:59] 第 二 章 ud " 


58. 两 个 具有 介 值 性 质 的 函数 , 其 和 却 没有 介 值 性 质 . 
在 R! 上 如 下 定义 函数 : 
F(z) = pom m, £0 


0, gm -. 

:?cos(1 r 
G(z) = z^cos(1/r), <x #0, 

0, g Q0. 


F'(£) = pum — cos(1/z), r ü I 


0, = i; 
4 f(z) = (P'(z)*, g(x) = (G'(2))?, W f 和 g 都 具有 介 值 性 质 , 因为 F 和 G 
都 具有 这 个 性 质 . 由 于 
472 十 1， x#0, 


(f g)(r)-— | » 


GG) - pum vsnü/z, #0, 


因此 , f +g 在 包含 点 0 的 任何 区 间 上 都 不 具有 介 值 性 质 . 
注 Smital 055] 构造 了 一 个 Baire 第 二 类 的 具有 介 值 性 质 的 函数 序列 {fah 它 
一 致 收敛 于 函数 f, 而 f 不 具有 介 值 性 质 . 


59. 定义 在 [0,1) 内 而 取 值 于 [0,1] 中 的 一 个 无 处 连续 函数 , 它 在 每 个 任意 小 的 非 

空子 区 间 上 都 取 尽 [0, 1] 中 的 一 切 值 . 

设 x = 0.7172…: 为 实数 z (0€ r1) 的 十 进位 小 数 展开 (可 能 有 无 穷 多 个 
零 ); 当 数 字 序列 zi, za,z5,…… 最 后 具有 周期 性 且 周 期 从 第 vo, 4 开始 时 , 设 

f(x) = 0.zonX2n4232n44 777 , 

否则 就 设 f(x) = x. 读者 可 自行 证 实 , f 在 区 间 [0, 1). 上 处 处 不 连续 . 

我 们 将 要 证 明 , 在 [0, 1) 的 每 个 不 管 怎样 小 的 区 间 中 , 函数 f 都 取 尽 [0, 1] 中 
的 一 切 值 . 

事实 上 , 设 (ms) 为 [0,1) 中 的 任意 一 个 子 区 间 , 并 设 

r = 0.010203:**, 
则 
r' = 0.010203: (ak 十 1)000. >r, 


HY k BEEKIE r < s. 于 是 , 可 以 选取 一 个 大 于 外 的 奇数 m, 使 得 
s! — qr 十 E = 0.010303: (oy + 1)0---010--- < s. 
x — 


m 位 


- 46 - 实 分 析 中 的 反例 [2.61] 


&t- 


x: 
y = 0.818205 - -- 
为 [0, 1] 中 的 任意 的 十 进位 小 数 , 则 取 
€ = 0.010203: (ak + 1)0:* 00 25 1017on+lDozon+303 577 ， 
— —ÁÉ—V———— 


m-41 位 
其 中 X2n—1;:T2n-1:T2n43,77* 具有 周期 性 上 且 周 期 从 25, 4 开始 . 于 是 € € (r^, s); 
从 而 £e (r,s) H 
f(£) = 0.818283 --- . 
这 个 带 根本 性 的 例子 是 由 Lebesgue 作出 的 (参看 [102]. p.90, 也 可 参看 [53]. 
中 译本 p.185). 
利用 例 59 中 的 函数 pP. 我 们 可 以 构造 一 个 定义 域 为 [0.1) Bar I. 它 在 每 个 任 
意 小 的 子 区 间 上 取 尽 一 切实 数值 . 事实 上 , 设 f 是 例 59 PRZ, 令 
1/2. f(z)=0 或 f(x)=1,， 
f(x) — f(x)z0 H f(z)#1. 


filz) = 


于 是 , 由 等 式 
(x) B 1 1 
PH) ITA) hi) 
所 定义 的 函数 w 在 [0,1) 的 任何 子 区间 内 可 以 取得 任何 实数 值 . 
60. 一 个 无 处 连续 的 开 函 数 , 它 在 任何 区 间 上 都 不 具有 介 值 性 质 . 
由 mh 上 到 n? 的 函数 称 为 开 函 数 , 如 果 它 把 开 集 映 成 开 集 . 
ib F(z) 是 (00,00) 上 的 实 值 函数 , 它 在 每 个 非 空 区 间 上 取 到 每 个 实数 值 . 这 
种 函数 是 存在 的 , 例如 , 可 参看 第 七 音 例 39. 令 
F(x)  F(x)4Z0, 


f(z) = 
l, F(x)- 90, 
则 f A BENCE(. 它 在 每 个 非 空 区 间 上 取 到 异 于 零 的 任何 实数 值 . 由 此 可 见 , f 是 
无 处 连续 的 开 函 数 , 因为 对 每 个 非 空 开 集 G, 我 们 有 f(G) = (-oe.oc) M0). 由 于 f 


在 每 个 非 空 区 间 上 能 取 到 异 于 零 的 任何 值 , 因而 f 在 任何 非 空 区 间 上 都 不 具有 介 值 
性 质 . 

这 个 问题 是 由 Marcus 提出 并 由 Erdós 169 作出 的 . 

ik Croft 指出 591, 在 闭 区 间 [0,1] 上 存在 一 个 非 恒 等 于 零 而 又 几乎 处 处 为 堆 
的 第 一 类 Baire PR Zi, 它 具 有 介 值 性 质 . 
61. 一 个 无 处 连续 函数 f, 而 具有 性 质 f(z 十 y) — f(x) * fly). 

利用 有 理 数 域 上 的 实数 R! 的 线性 空间 的 Hamel AE, 能 够 构造 这 种 消 数 . 


[2.62] 第 二 章 UA .47 - 


E H C R! UE Hamel X, ÆHXHE— r € R! FEAM (as) K {ha} CH, 


g% = M asa; 
其 中 和 式 是 有 限 项 的 , 且 表 示 法 是 唯一 的 . 
易 知 , 用 一 个 非 零 实 数 去 遍 乘 H 中 的 每 一 数 后 , 所 得 之 数 集 仍 为 一 个 Hamel 
基 , 故 不 妨 设 Hamel 基 为 
H {hg a 
因为 对 每 个 实数 xo. 由 zo 可 唯一 地 表 为 
zro = a + arhi +-+- + anhn, 
我 们 就 定义 f(z0) = a. 易 见 , RZE f 满足 
f(z y) = fG) + FW). 
今 证 f 在 任意 取 定 的 一 点 zo 间断 . 不 妨 设 xo 如 上 . 在 五 中 任 取 一 个 异 于 
hi, hz ,hn 
的 h, 用 一 串 有 理 数 去 通 近 hl, 即 设 (a4) 为 一 串 有 理 数 而 an 一 h^! (n — oo), 
于 是 


使 


(1—a,h)—0 或 (zo+1-—anrh)—> zro (n— c). 
但 由 定义 知 flzo) =a, f(xo - 1 — ash) 2 a4 1, WA 
(ro4d-l— arh) —^ zo (n — c). 

而 

fzo +1-— anh)» f(r0) (n oc), 
所 以 了 在 zo 不 连续 . 
62. 若干 个 半 连 续 函 数 , 它们 的 和 是 一 个 无 处 半 连 续 的 函数 

在 以 下 各 函数 的 定义 中 , 都 假定 p,q 是 互 质 的 整数 且 g > 0. 我 们 在 R! 上 如 

FE X ERAI: 


4/q, r= p/q q 为 奇数 ， 
f(r)—-4 —-2—4/q. xr-p/q.q 为 偶数 ， 

b r 为 无 理 数 ， 

-1 — 1/4, x= p/q, q 为 奇数 ， 
g(r)- 41-1/q, £= p/q q 为 偶数 ， 

—], ZX 为 无 理 数 ， 


—1—1/q. r-p/q.q 为 奇数 ， 
h(x) = 4 3+1/g. r-—p/q.q 为 偶数 ， 
3. x 为 无 理 数 . 


ZEE 实 分 析 中 的 反例 


那么 f. g 和 各自 都 是 处 处 半 连 续 的 , 而 它们 的 和 
—2--2/q, v-—p/q,q 为 奇数 ， 
f(z)+ g(x)+h(z) = 4 2— 2/q, z-—p/q.q 为 偶数 ， 
0, r 为 无 理 数 
是 一 个 无 处 半 连 续 的 函数 . 
63. 两 个 半 连 续 函 数 , 其 最 小 值 函数 并 不 半 连 续 . 
在 区 间 [0, +00) 上 如 下 定义 函数 : 
sin(l/r) | x > 0， 2. m0, 
f(z) = | g(x) = | 
L m = 0; , 


it 
sin(l/r) | c 90, 


min( f(x), g(x neda ne. 


易 见 ， igi ipi iiri g (E x — 0 F ES, 但 
lim min( f(x ;gíz))—12025 Jm min( f(x), g(z)) = —1, 
这 表示 函数 inf, g} E x —0 BEA. 上 半 连 续 也 ^ MH 
64. 无 处 半 连 续 的 函数 . 
在 区 间 [0,1] 上 如 下 定义 函数 : 
C 


f(z) = Nou 
0, x 为 无 理 数 ， 


则 对 任意 zo € [0. 1], 函数 f YE xo 都 不 是 上 半 连 续 的 , 这 是 因为 
Jim f(x) = 1, 


从 而 不 可 能 有 Jim f(z) < f (zo). 
同 理 可 证 ， f 在 To 也 不 是 下 半 连续 的 . 


65. 无 处 连续 而 又 处 处 半 连 续 的 函数 ， 


1， c 为 有 理 数 . 


f(z) = 
0, x 为 无 理 数 


r-—m[n,n,m 为 互 质 的 整数 , H n > 0, 


[2.66] 


是 无 处 连续 的 , 但 在 有 理 点 上 , 它 是 上 半 连 续 的 , 而 在 无 理 点 上 , 它 是 下 半 连 续 的 . 


66. 一 个 收敛 的 上 半 连 续 函 数 序列 , 其 极限 函数 并 不 上 半 和 连续 . 
将 全 体 有 理 数 排 成 mm …… ,mw ,并 在 R! 上 定义 函数 fn: 


1, Ee {riyras:: srn}s 
Jala) = o. 
0, zE€[n.rz,::: TA). 


[2.68] 第 二 章 mu . 49 . 


EX BR n, fa 都 是 R! 上 的 上 半 连 续 函 数 . 然而 , 极限 函数 
1， cr ABA, 


f(r)-— lim fae) — 
dis 0, x 为 无 理 数 . 
在 R! 上 并 不 上 半 连 续 . 

由 于 f(z) = sup f(z), KOI LEZ RUFI, 其 上 确 界 函数 不 必 是 上 半 连 


续 的 . 
67. 一 个 不 连续 映射 , 使 开 集 的 像 是 开 集 . 
i C 为 [0,1] 中 的 Cantor 三 分 集 , 把 C 的 邻接 区 间 (1/3, 2/3), (1/9, 2/9)， 
(7/9,8/9)…… WEH (ox, Bk)(k = 1,2, ), 并 令 
0, TEC, 
Ey , 
Ie tan ^ s 十 ; x ; PE lp Br) k12,-. 
易 见 , f 是 一 个 由 [0,1] 到 R! 上 的 不 连续 映射 . 
现在 证 明 , f 把 [0,1] c R 中 的 任意 开 集 G 映 成 R! 中 的 开 集 . 不 妨 设 G dE 
空 , 于 是 根据 R! 中 非 空 开 集 的 构造 定理 (参看 [6]. pp.30 一 31), G 可 表 成 有 限 个 或 
可 数 个 两 两 不 相交 的 开 区 间 的 并 : 
G = |Jim: 
易 见 , F(G) = Umf (m). 因此 , 我 们 只 要 证 明 fm) 是 R 中 的 开 集 即 可 . 车 Im 包 
ATT (Okos Bko) 内 , 则 由 映射 f 的 定义 可 知 , fUn) 是 开 区 间 , 从 而 也 是 
开 集 . 车 Im 含有 某 个 点 am (或 Bko), 则 由 集 C 的 作法 可 知 , 必定 存在 某 个 充分 大 
的 正 整 数 k, 使 (o. Bk) C Im, 从 而 
f((ox.Bx)) C fm). 
男 一 方面 , fak, Bk)) = (一 co, +20), 因而 
f(bx) = (—00, +00); 


所 以 f(m) 是 开 集 . 
68. 一 个 连续 映射 , 使 某 个 无 界 闭 集 的 像 不 是 闭 集 . 

容易 证 明 , 如 果 f 是 R! 到 R! 内 的 连续 映射 , 那么 p 必 把 R 中 的 有 界 闭 集 
映 成 团 集 . 然而 , f 不 必 把 无 界 闭 集 映 成 闭 集 . 例如 , 设 F = (—oo-oo) f(e) = 
arctan z, 则 F 是 无 界 闭 集 , f 是 一 个 由 (一 gor -too) 到 (—2,2) 的 连续 映射 , H. 

-gep 

因此 , (F) 不 是 闭 集 . 

注 有 界 闭 集 的 连续 像 仍 为 闭 集 ， 应 当 注 意 , Sf sieben pilo 
集 . 例如 , & f(r) = sinz, 并 取 R' 中 的 有 界 开 集 G = (0,22), W f(G) = [71.1]. 
故 f(G) 不 是 开 集 . 


“ 50 实 分 析 中 的 反例 [2.69] 


69. -DRE A, 以 及 从 4 到 单位 闭 区 间 [0,1] 上 的 一 个 连续 映射 . 

设 A 为 Cantor 三 分 集 C, 对 于 任何 x € C, i 0.cie2c3-- 是 它 的 三 进位 小 
数 展 开 式 , 其 中 cn = 0 或 2,n = 1,2, ,再 设 

2 C2 Ca 
plr) =0 vou x 
此 处 应 将 等 式 的 右 端 理解 为 用 数码 0 和 1 表示 的 二 进位 小 数 展开 式 . 显然 , P(C) C 
[0, 1]. 可 证 [0,1] C 2(C). 事实 上 , ER y € [0, 1], 设 其 二 进位 小 数 展开 式 为 
y = 0.b1b3bs -- 
于 是 
= Q. (2b; (2b3) (203) =- 

( 按 三 进位 制 估 值 ) 是 C 的 一 个 点 , H pla) = y, 这 就 说 明了 y € 2(C)， 因 此 
[0,1] C 2(C). 不 难 证 实 yp 的 连续 性 . 

iE 因为 一 切 Cantor 集 都 是 同 胚 的 , 即 任意 两 个 Cantor 集 之 间 存 在 着 一 对 
一 的 连续 映射 , 且 首 映射 也 是 连续 的 (参看 [76], 中 译本 p.108), 所 以 例 69 中 的 集 
A 可 以 是 任何 Cantor 集 . 


0. 引言 . 
f(x h)- 


在 这 一 章 的 某 些 例子 中 , 导数 这 个 概念 允许 用 到 无 穷 极限 的 情形 : 
TES MN 


Ted 
færa- Ne o, 


fa = lim 
一 0 h 
然而 ， 可 徽 画 数 这 个 概念 仍 限于 在 严格 的 意义 上 使 用 ， 即 函 数 在 其 定义 域内 各 点 处 


具有 有 限 的 导数 . 
类 似 地 , 可 以 定义 单 侧 导数 一 一 右 导 数 和 左 导数 如 下 
maar FS O(n 
f (z+) = Um, MIRA T 
f'(z-)-, Jim | Jet en 
JR, 要 使 导数 f(x) 存在 ， 必须 目 只 需 f 在 点 x 处 的 在 导 数 和 左 导 数 存 在 而 


显然 ， 更 导 ? 
为 了 本 章 及 后 面 各 章 的 需要 , 我 们 把 有 关 导 数 的 熟知 定理 陈述 如 下 
= f fg x € (a.b) 处 有 局 部 极 值 且 


且 相 等 . 
Fermat 定理 
存在 有 限 , 则 f(x) 

Rolle 定理 iz f X i) f f£ [a.b] E 
(i) f 在 开 区 间 (a. b) 上 可 微 , (iii) -点 E € (a, b), 


连续 ，(ii) ， 
Lagrange 中 值 定理 ”车 f 在 闭 区 间 [a.b] 上 连续 , 在 开 区 间 (a,b) 上 可 微 , 则 


if e 义 在 区 间 [a,b] 
€ 
= f(b), 那么 至 少 存在 一 


f(a) = 


F) 


使 f(E) =0. 


-52- 实 分 析 中 的 反例 [3.3] 


至 少 存在 -点 Ee (a,b), fi 
FO) — f(a). 


P= 
L'Hospital 法 则 AŽ f, g (E c 的 某 邻 域内 可 微 , f(c) = g(c) = 0, 则 
" f) _ li f(x) 
im = lim : 
z—c glx) zc g'(x) 
如 果 右 边 的 极限 存在 (有 限 实数 ). 
在 这 一 章 的 某 些 例子 中 , 还 要 涉及 无 穷 级 数 的 收敛 , 绝对 收敛 和 一 致 收敛 ,以 
及 一 致 收敛 的 Weierstrass 的 M- 判 别 法 等 基本 概念 和 定理 . 


1. 仅 在 一 点 连续 并 可 微 的 函数 . 
PRU 


0, r 为 有 理 数 . 

TE x Æ 0 的 点 都 间断 , 而 在 z = 0 处 有 导数 f'(0) = 0, 这 是 因为 当 h 是 有 理 数 时 ， 
fh- AO) 0-0 ， 

h h : 


x7, r 为 无 理 数 ， 
f(z) =d 为 无 理 数 


而 当 h 是 无 理 数 时 ， 
/0)-0) 1-0. | i qvo 
注 上 述 反 例 表 明 , 函数 f 在 某 点 可 微 , 只 能 保证 f 在 该 点 连续 , 而 不 能 保证 
f 在 该 点 的 某 个 邻 域内 连续 . 
2. 存在 一 个 可 微 函 数 f. 而 其 绝对 值 函 数 |f| 并 不 可 微 . 
函数 f(z) = x E R 上 可 微 , 然而, |f(z)| = |z| Æ x= 0 处 并 不 可 微 . 
RE 由 上 述 反例 及 第 二 章 例 20 np, 函数 f 的 可 微 性 与 |f| 的 可 微 性 之 间 并 
无 内 在 联系 . 
3. 一 个 无 处 可 微 函数 f, e lim, sso n(f(z + 2) 一 了 (zx)| FE. 
设 
下 而 = r 为 有 理 数 ， 
0, r 为 无 理 数 . 
则 f 无 处 连续 , 
但 是 , lima sos n[f(z 十 二 r) 却 存在 , 这 是 因为 当 x 为 有 理 数 时 , f(x) = 


1, f(z 4- 1) 二 1, 故 
Jim n 4e 1) -s 5| = 0; 


而 当 z 为 无 理 数 时 , f(z) = 0, fle + +) = 0, 故 


ee) e] =o 


[3.5] 第 三 章 p -53- 


注 A f ES ro UD, WU dim, sss n[f (zo 十 1)— f(xg)) 必定 存在 . 上 述 反例 
说 明了 这 个 陈述 反 过 来 是 不 正确 的 . 
4. 关于 乘积 函数 可 微 性 的 例子 . 

关于 乘积 函数 的 可 微 性 , 我 们 熟知 定理 : ARR f 5S g 在 xo 处 皆 可 微 , 则 fg 
在 vo 处 亦 可 微 . 但 当 了 或 g YE xo 处 不 同时 可 微 时 , 可 以 有 下 述 各 种 不 同 的 结果 . 

(a) f(x) = x Æ x —0 H, g(x) = || Æ x = 0 不 可 微 , 由 于 

lim f(x)g(2) z f(0)g(0) _ lim sil — 

因而 fg 在 z=0 WT. HL (/9)/(0) = 0. nr 

(b) f(x) = x f£ x = 0 可 微 , g(x) =sgnz 在 zx=0 不 可 微 ,而 乘积 函数 


f(x)g(r) = rsgnz = |æ] 


0, 


fr zx — 0 up ox. 

(c) f(z) = glx) = |z| Æ x = 0 不 可 微 , 而 乘积 函数 (fg)(r) = r? Æ r= 0 
可 微 . 

(d) f(z) = glx) = |x|? Œ x = 0 不 可 微 , 而 乘积 函数 (jg)(z) = |r| 在 zx=0 
也 不 可 微 . 

总 之 , 可 列 出 下 表 


f E z= zo | g TE z = xo fg (E x — vo 
1 可 微 可 微 可 微 
2 可 微 不 可 微 可 微 
3 可 微 不 可 微 不 可 微 
4 不 可 微 不 可 微 可 微 
5 不 可 微 不 可 微 不 可 微 


5. 关于 复合 函数 可 微 性 的 例子 . 

关于 复合 函数 的 可 微 性 , 我 们 熟知 定理 : 若 f(z) 在 x = zo TH, g(y) 在 
yo = f(xo) 可 微 , 则 复合 函数 g[f(z)] Æ x = zo 可 微 . 但 当 f(z) Œ x= zo. gly) 
TE y = yo 不 同时 可 微 时 , 可 以 有 下 述 各 种 不 同 的 结果 : 

(a) f(x) = x? Æ x = 0 nfi, gly) = |y| E yo = f(0) = 0 RAT, 而 复合 函数 

g[/(x)] = z? 

TE x = 0 可 微 . 

(b) f(z) = sinz Æ r — 0 可 微 , gly) = |y| Æ yo = f(0) = 0 不 可 微 , 而 复合 
函数 

g[f(x)] = | sinz| 

f£ x = 0 不 可 微 . 


. 54. 实 分 析 中 的 反例 [3.6] 


(c) f(x) = |z| Æ x = 0 Aa, gly) = y? E yo = f(0) = 0 可 微 ,而 复合 函数 
g(f()] = 
TE x — 0 可 微 . 
(d) f(x) = |s| Æ x = 0 Kai, gly) = siny TE yo = f(0) = 0 nf ot, 复合 函数 
g| (x)] = sin |z| 
TE x = 0 不 可 微 . 
(e) f(x) = 2x — || f£ z = 0 RTH, gly) = 2y + |y| f£ yo = f(0) = 0 KT 
微 , 而 复合 函数 
g[f (x)| = 
在 x = 0 可 微 . 
(f) f(x) = sin |z| 在 z=0 不 可 微 , g(y) = |y| Æ yo = f(0) = 0 不 可 微 ,复合 
函数 (在 xz =0 的 某 个 邻 域内 ) 


g[f(x)] = | sin |z|| = sin |x| 
在 之 二 0 不 可 微 . 
总 之 , 可 列 出 下 表 
f(x) TE x = vo | 90) ) YE yo = f (xo) | gf (z)] TE £ = xo 

可 微 可 微 可 微 定理 
可 微 不 可 微 可 微 (a) 
可 微 不 可 微 不 可 微 (b) 
不 可 微 可 微 可 微 (c) 
不 可 微 [UE 不 可 微 (d) 
不 可 微 不 可 微 可 微 (e) 
不 可 微 不 可 微 不 可 微 (f) 


i£ Miloslav H5] 构造 了 两 个 无 处 可 导 (有 限 或 无 穷 导数 ) 的 实 值 连续 函数 fg, 
使 复合 函数 f o g 在 某 些 点 上 有 有 限 导数 . 


6. 处 处 有 导数 (不必 有 限 ) 的 不 连续 函数 . 
设 


则 


而 当 x #0 Rt, f'(r) -0 


[3.8] 第 三 章 qu^ 


ea 
ct 


7T. 两 个 在 点 ro 均 可 微 , 而 使 max{f,9} 与 min{f,g} 在 xo 都 不 可 微 的 函数 f 
和 g. 
设 
f(x)=7x -a, g(x)=0, 
则 f Wig TE x — a 处 均 可 微 . 然而 , 容易 看 出 , 最 大 值 也 数 和 最 小 值 函 数 


r—a, r2aG, 


max (f, g} = 
0, T«a 
和 
r-a, r«a4, 
min(f,g) = 3 SR 
0, r2a 


fE x = a 均 不 可 微 . 
注 容易 证 明 , XT f, g 在 a 处 可 微 , H. f(a) + gla), W max{f, g} 和 min{f,g} 
在 a 处 也 可 微 . 上 述 反例 说 明了 在 这 个 陈述 中 , 条 件 f(a) z g(a) 是 不 能 去 掉 的 . 


8. [a,b] 上 的 函数 f, 它 满足 Rolle 定理 的 三 个 条 件 中 任 两 个 条 件 , 但 不 存在 EC 
(a,b), 使 f'(£) = 0. 
(1) & 
f(z)21-|x, -1£mr&l, 

则 了 在 闭 区 间 [—1,1] 上 连续 , 并 且 f(—1) = f(1) = 0, 即 f 满足 定理 的 条 件 (1) 和 
(ii). 还 有 , 对 (一 1,1) PRR x = 0 外 的 所 有 r, fi) 存在 且 有 限 : 
HAE TIL 
=l, 0«-2-l. 
然而 , 在 (—1, 1) 中 就 没有 & 能 使 f(E) = 0. 

(2) i 

f(r)-r-|r SeS l, 


其 中 px] 代表 括号 函数 , 易 见 , f 在 (0,1) 内 可 微 , 且 f/(0) = f(1) = 0, 即 了 满足 
定理 的 条 件 (3) 和 Gi). m, 由 于 fe) = 1,0 < x < 1, 因此 , 不 存在 如 此 之 
E € (0,1), f f(E) = 0. 

(3) i& 

fms Osce, 

则 f E [0,1] 上 连续 且 可 微 , 从 而 f 满足 定理 的 条 件 ()) 和 (i). 但 由 于 f(x) 5 1 
因而 不 存在 £ e (0,1), 使 f'(£) = 0. 

注 上 述 例子 说 明 , Rolle 定理 的 三 个 条 件 , 无 论 哪 两 个 都 不 足以 保证 导 函 数 在 
(a, b) 内 某 点 取 值 为 零 , 换 句 话说 , 三 个 假设 中 任 一 个 都 不 能 去 掉 . 
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9. 函数 f, CE [a.b] 上 有 连续 的 导 函 数 f', 但 对 [a,b] 内 某 点 €, 不 存在 1.2, 
使 得 Peur o = umbo 
设 
< 
则 导 函 数 六 (z) = 3z2 在 区 间 [-1,1 上 连续 . 取 € = 0, 则 fE = 0, 但 是 不 存在 
点 ri 及 za (zi <0 < x2), 使 得 
f(z2) — f(z1) 


T2 — Tı 


= f'(0)=0, 
因为 否则 将 会 
f(zz) — f(z1) = z$ — 21 = 0, 
然而 这 是 不 可 能 的 . 
注 df Elab 上 连续 , HE (a,b) 内 可 微 , 则 至 少 存在 一 点 € € (a, b), 使 
reas FO- fla) 
ro =S. 
上 述 反例 表明 , 给 定 了 某 点 € € (a, b), 未 必 存 在 v1, v2 € [a,b], 使 
/ E f (22) — f(21) 
JE) um BÓ 
10. 中 值 定 理 失 效 的 可 微 复 值 函数 . 
我 们 需要 让 所 论 郴 数 的 值 域 超 出 实数 系 . 在 实 轴 上 定义 
fiz)-— e" = cosr--isinz, 一 oo < g < oo, 
此 函数 是 处 处 连续 和 可 微 的 , 但 是 不 存在 区 间 (a, b], a. < b, 使 得 在 a 5 b 之 间 能 有 
某 个 E, 满足 等 式 


Ta — P1 


f(b) — fla) = f (£)(b — a), 
HII 
(cos b + isin b) — (cosa + isina) = (—sin£ + icos£)(b — a). 
事实 上 , 假定 上 述 等 式 成 立 , 则 等 式 两 边 的 模 (绝对 值 ) 的 平方 亦 应 相等 , BI 
(cos b — cosa)? + (sinb — sina)? = (b — a)?, 
于 是 , 利用 基本 恒等式 将 得 出 
.5b5-—a b= 31 
n mn j ; 

但 这 是 不 可 能 的 , 因为 没有 一 个 正 数 h 能 够 使 sinh = h. 

注 上述 反例 说 明 , 对 于 复 值 函数 而 言 , 中 值 定理 不 再 成 立 ， 
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11. L'Hospital 法 则 失效 的 复 值 函数 的 不 等 式 . 


设 f(x) =x, g(x) = x4 2?e/7, 0 < x & 1, 由 于 对 一 切实 数 t, 都 有 |ez| — 1, 
因而 不 难看 出 


f) _ 
lim a = (1) 
男 一 方面 , 有 | 
g'(x)=1+ (2 一 z) el? 0Q0<z<l, 
所 以 
lg (x)| 2 às. 2 ETIN 
r zx 
于 是 得 到 PG) 
T 
Pr e 2 
z—0 g'(x) (2) 
由 (1), (2) 可 知 对 复 值 函数 不 定式 的 定 值 问题 , L'Hospital 法 则 不 再 成 立 . 
12. 一 个 在 某 点 有 极 值 的 无 穷 可 微 函数 , 它 的 各 阶 导数 在 该 点 的 值 全 都 是 零 . 
Scheeffer 给 出 了 一 个 具有 这 种 性 质 的 师 数 (参看 [144], p.542.) 设 
eV. pu 0, 
f(z) = 
0, = 0, 
则 当 z #0 时 , f(z) — f(0) = e-V** > 0, 因此 函数 f 在 点 x = 0 处 取得 极 小 值 
f(0) =0. 
另 一 方面 ， 
—1/a? 


| 1 
Fey lim £ = lim — —0 (e y= :) 


y> 6 
a r £0 时 ， 

271/2? 6 iz? J 

f'(z) = c E f'(z) = 一 去 M uis 


所 以 


f" (0) = lim 


工 一 0 


f(x) — f^(0) 2e V 


T r—0 T 
如 上 已 得 


f(0) = f'(0) = f"(0) = 0. 

故 不 妨 设 f (0) = 0 (n > 2), 则 
Fe+D(0) = lim 

显然 , 当 x 0H, f"? (z) 为 形 如 


P) -fO 0 fi) 
I Z 一 "0 z 


Ce- M2? 
k 


T 


ZEE 实 分 析 中 的 反例 [3.14] 


的 函数 之 和 , 其 中 C 为 常数 ,为 正 整数 . 而 对 任意 的 正 整数 k, 有 
gia? 
rË 


因此 


即 fo"+0(0) = 0, 于 是 由 归纳 法 得 fo0)(0) 20, n2 1,2,…. 
在 上 面 这 个 例子 中 ,函数 的 各 阶 导数 在 m = 0 的 值 都 不 是 经 直接 代入 而 得 到 
的 . 针对 这 一 点 , Pringsheim 给 出 更 好 的 例子 如 下 (参看 [129], pp.153 一 184): 令 


MIES q n 1 . 1 1 i mn 
f) Yers (e h, 
其 中 a > 1. 不 难 验证 , 上 述 级 数 可 以 逐 项 求 各 阶 导数 , 经 过 直接 计算 , 得 到 
f(0-20, n212,-. 
13. 一 个 连续 函数 , 它 在 原点 的 每 个 邻 域内 有 无 穷 多 个 局 部 极 值 . 
设 


iis | lz|(2--cos(1/z)), £ 30, 
0, T 一 0, 
则 当 x > 0 时 , 有 
f'(x) 5 2 + cos(1/z) + sin(1/z)/a. 
易 见 , 当 z 与 0 充分 接近 时 , f (a) 变 号 无 数 次 , FE h RRES ERR, 在 x = 0 
的 附近 , f(x) 有 无 穷 多 个 局 部 极 值 . 
14. 函数 f, E lima ,o[f(z +h) - f(x — h) — 2f(z)]/h? 存在 而 f”(z) 不 存在 . 
在 区 间 [—1,1] 上 定义 函数 
f(z) = In sin(1/r) # #0, 


0, w= l. 

经 直接 计算 可 得 

. J(04- hb) - f(0— A) — 2f(0) .— h2sin(1/h) + h? sin(—1/h) 

lim — lim : zy. 

h—0 h? h—0 h? 
但 是 , 由 于 导 函 数 

27gsin (1/z) — cos (1/x), mz 0, 
f'(z) = 


0, y= 0. 
fE x= 0 处 间断 , 因而 f" (0) 不 存在 . 
注 E f(x) 存在 , 则 
， f(r- h) - f(z — h) - 2f(x) 
= DE 
也 存在 且 等 于 f"(e) (参看 [141], 中 译本 p.128). 上 述 反例 说 明了 这 个 命题 的 逆 命 
题 不 成 立 . 
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15. [0.1] 上 的 一 个 可 微 函数 , 其 导数 在 无 理 点 连续 而 在 有 理 点 间断 . 
在 [0,1] 上 定义 函数 


x2sin(1/7z), zs 0, 
g(x) = 
0; t= 0; 


2rsin(l/r)— cos(l/r), r #0, 
g'(z) = 
0, gi =Q, 
所 以 g'(x) 4E x Z0 处 连续 而 在 z = 0 处 间断 


设 {ra} 为 [0,1] 中 的 全 体 有 理 数 , 令 令 


-> aIr -1 


显然, 级 数 S, dye r) 在 01] 上 一致 收敛 , 因而 (参看 [sl， 中 译本 
pp.223—224) 


于 是 , f' 在 [0, 1] 中 的 任 一 无 理 点 连续 而 在 任 一 有 理 点 间断 . 
16. ^ 1] 上 的 一 个 可 微 函数 , 其 导数 在 已 给 的 非 空 完备 疏 集 上 无 处 连续 . 
股 E 为 [0,1] PRIER ZERE, (an An) (n = 1 2,… ) 是 它 的 邻接 区 间 , 在 
(0, 1] ye : 
fa) - (x 3 an) (By, — z)? sin (z an (B. — zi zc (a, Ba), 
0, rec E. 
易 见 , f TE [0,1] 上 连续 , 对 每 一 ze (an Bn) f TE x REOS 


Fy) se = 2(r = An )(Bn = x)(on c Bn 一 27) sin ccu F 


Zlin 4-25) 1 
(z— enn —) 区 一 on (Bs — 2) 
其 实 , 对 每 一 zo € E, f 在 xo 处 也 可 微 且 
f' (xo) X0 
为 证 实 这 一 和 Hit. 我 们 先 设 $ > 2o- p2 TEE, 则 
f(z)— f(xo) 20—0- 0. 
E r 含 于 某 个 邻接 区 间 (an, Bn) 内 , 则 
Fæ) = Feo) = (E = an)? (Bn — 2)" bin 


1 
(£ — an)? (Bn 一 Z)2| 
因而 | , 
|f (x) — f (zo)| < (x — 20) (ba — x)? 
T — To £ — To 
= (x — zo)(Bn — 1) —0 (r — zo+), 
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于 是 得 到 
f'(zxo4-) —0. 
同 理 可 得 
f'(zo—) = 0. 
因 之 f'(xo) = 0. 
综 上 所 述 , f 在 [0,1] 上 处 处 可 微 . 由 f^ 的 解析 表达 式 易 知 , f^ 在 [O, INE E. 
连续 而 在 E 上 无 处 连续 . 
17. 一 个 具有 连续 导数 的 严格 递增 函数 , 其 导数 在 已 给 的 完备 疏 集 上 恒 为 零 . 
i E [0,1] rises BUE, S 
(x) = d(z, E) = inf. |z — yl. 
yEE 
则 y 在 [0,1] 上 连续 , 且 当 ze E Rf, p(z) = 0, 而 当 z€E 时 , p(x) > 0 (参看 [6], 
pp.33—34). 在 [0, 1] 上 定义 函数 f: F 
fG)- | eta, 
则 对 任意 x € [0,1], 都 有 f'(r) = plx). 特别 , 4 x € E BT, A f(x) = 0. 此 外 ,了 在 
[0,1] 上 是 严格 递增 的 . 为 验证 这 一 结论 , 我 们 任 取 两 点 v 和 za, 0 € c; < za € 1, 
由 于 E ERAR, 因而 在 这 两 点 之 间 存 在 着 不 含有 E 中 的 点 的 开 区 间 (o, 9), 于 是 
T2 B 
Fa) — fle) = etat» f edt = e-a), 
HF a «£ «8. AK EEE, BEEA olé) > 0, 从 而 flea) > f(z1). 得 所 和 欲 证 . 
18. 一 个 严格 递增 的 连续 函数 , 它 不 处 处 可 微 . 
下 面 的 例子 是 由 Pringsheim 作出 的 . 令 
ofi + Ssin ina?) ;, w0 
f(x) = 
0, g= 0; 
易 见 , f Æ (—oo,--oo) 上 连续 . AA x0 时， 
fF(x)-1- 2 d (In z?) 十 S s (In z?) > 0, 
所 以 三 在 (—00,0) 和 (0, +00) 内 都 是 严格 递增 的 . 又 当 x 0 时 , f(x) > 0, 而 当 
x «0Hf, f(x)«0. IL f Æ (—oo,oo) 内 也 是 严格 递增 的 . 但 由 于 
lim £6) - 40) = im {1 + ; sin (In 2» 
不 存在 , 因而 f 在 x — 0 处 不 可 微 . 
注 “有 人 或 许 会 猜测 , 严格 单调 函数 的 不 可 微 的 点 都 是 一 些 间断 点 ， 上 述 反 例 
说 明了 这 种 猜测 是 不 正确 的 . 
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19. 一 个 单调 函数 , 其 导 函 数 并 不 单调 . 

设 

f(x)-2r-sinx, OS z Sm, 
则 
f'(x) ^ 2 + coss > 0, 

所 以 函数 f 在 区 间 [0,22] 上 是 递增 的 . 又 因为 f(z) = —sinz 在 [0,22] 上 的 符 
号 不 定 , 故 fr TE [0,22]. 上 不 是 单调 的 . 
20. R! 上 的 一 个 严格 单调 的 有 界 可 微 函 数 f, 使 lim, coss f (£) #0. 

对 非 负 整数 n, $ 

f(n) 21-2". 

然后 按 下 列 方式 把 f 的 定义 域 扩 张 到 全 体 非 负 实 数 上 , 对 每 一 非 负 整数 n, 在 区 间 
[nn +1] 上 函数 f 5j f, 相 一 致 . 这 里 , fn 是 [n,n 十 1] 上 的 任 一 单调 可 微 函数 ， 
适合 


PR fAmc-Defn! S£ (n+ ;)- ut n) f(n-- 1))/2, 
filin) = fz(n 4 1) 2 0, Eng —]. 


例如 , 在 每 个 区 间 [n,n 十 1] 上 可 以 适当 选择 两 个 椭圆 的 弧 段 作为 函数 f 的 图 像 
(参看 图 1), 可 使 f 满足 适 才 提 到 的 全 部 条 件 . 


图 1 


其 次 , 4 f(-x) = 一 f(x), 则 f 是 定义 在 (—00,-oc) 上 的 有 界 可 微 滑 数 . 显 
IR EE (一 cc, +00) 上 严格 单调 , H limeto f'(x) #0. 其 实 , 这 个 极限 根本 不 存 
在 , 因为 f! 在 每 个 闭 单位 区 间 上 , 恒 能 达到 0 和 1. 

上 面 的 构造 法 属于 Moran H, 

注 如 果 f 是 定义 在 (一 00, 十 oo) 上 的 单调 有 界 的 可 微 函数 , 那么 , 从 f 的 图 
形 上 看 似乎 应 该 有 


üm f'(z) — 


z—-doo 
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上 述 反 例 说 明了 这 种 仅 赁 直觉 的 判断 是 不 正确 的 . 
21. 一 个 在 某 点 有 极 值 的 可 微 函数 , 它 在 该 点 的 左右 两 侧 都 不 是 单调 的 . 


2 —w? (2 + sin 3 , m3 
fG)- : 
2; r= Q; 
则 当 x #0, 
f(z) —f(0) = 一 Z2 (2 十 uni) « 0. 
因此 , f YE r= 0 处 取得 极 大 值 7 (0) = 2. 
Mr x 0H, 
f'(z) = —2x (: 十 Sin :) 十 cos A 
T T 
易 见 , 上 式 右 端的 第 一 项 当 x 趋 于 零 时 它 趋 于 零 , 而 cosi 振荡 于 一 1 与 +1 之 间 . 
因此 , f^ YE x — 0 的 附近 变 号 无 数 次 , 从 而 f 在 x = 0 的 左右 两 侧 都 不 可 能 是 单 
调 的 . 
22. 一 个 可 微 函数 f, 使 f (zo) > 0, 但 f 在 包含 点 ro 的 任何 开 区 间 内 都 不 是 单 
设 


[ uf gini. i: $5 0, 
f(x) = 2 S 
0, g = 0; 
它 在 x= 0 处 的 导数 为 
oj= m > 
但 是 , f 在 任 一 包含 点 x — 0 的 开 区 间 上 都 不 是 单调 的 . 实际 上 , 当 eA 0 时 ， 


f(x) = z707 十 2zgsin —. 
M zy — d (k=1,2,…) 时 i . 
3 k = Erm 一 l,a PE 


fag) 2 5 - (21), 
从 这 个 式 子 可 以 看 出 ， 在 包含 零点 的 任意 开 区 间 内 ， 导数 可 以 取 不 同 符号 的 值 ， 因 
Jt, f 在 这 个 开 区 间 上 不 是 单调 的 . 
23. 函数 f, 使 f(z) 与 f(z) = lim, olf (e +h) — f(z — h)]/(2h) Æ x = «o 都 连 
续 而 f'(ro) 并 不 存在 . 
在 R! 上 定义 函数 f 如 下 : 
l/n, x= cl/n,n 为 正 整 数 ， 
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不 难 验证 , 对 任 一 实数 x, 都 有 f(r) = 0, 故 『 连续 . 又 , f fg x = 0 处 也 连续 . 然 
而 , f^ fg x — 0 处 并 不 存在 . 
这 个 例子 是 由 Haines 和 Leetch 作出 的 8. 


24. 一 个 可 微 函数 f, 当 x 为 有 理 数 时 ， f(x) 为 有 理 数 , 而 f'(x) 为 无 理 数 . 
在 区 间 [一 1/2,1/2] 上 定义 函数 g 如 下 : 
gly) = y(1 — 4y?). 
然后 把 g 以 1 为 周期 扩张 到 整个 RI E, , 成 为 周期 函数 . 人 
f(e) = » a) 
由 于 g(0) = 0, 而 9 是 以 1 为 周期 的 函数 ， 故 9 在 所 有 整数 点 处 的 值 都 是 0, 且 在 
整数 点 处 导数 的 值 为 1; 此 外 , 对 任何 有 理 数 zx, 级 数 (1) 至 多 有 有 限 个 非 零 项 ,而 
且 每 个 非 零 项 都 是 有 理 数 , 因此 , f(x) 为 一 有 理 数 . 
不 难 验 证 , 级 数 (1) 的 导 函 数 级 数 一 致 且 绝 对 收 僵 ,从 而 收敛 于 f 的 导 函 数 . 
对 任何 有 理 数 , 级 数 (1) 的 导数 在 该 点 的 值 等 于 级 数 Y 9 1/n! (其 和 为 e), MZ 
除去 有 限 个 有 理 项 . 因此 , 对 有 理 数 zx, fa) 是 数 e 加 上 某 个 有 理 数 . 而 e 是 无 理 
数 , 从 而 f'(r) 也 是 无 理 数 . 


25. (0,1) 上 的 一 个 可 微 函数 f, d lim, .o; f(x) = oo, 但 lim, .o, f'(z) = oc 3f 
不 成 立 . 


设 
f(z)-1/x-cos(1/z2),) 0«z«1, 
则 
im. f(x) 
X 


f'(z) = (sin1l/r)-1)/, O0«z«l 
若 令 zs — 1/ (20+ 1) s, W f'(4) = 0. 因此 lim; os. f(x) = oo 并 不 成 立 . 
26. (0,1) 上 的 一 个 可 微 函数 f, 使 在 (0.1) ARM f 在 (0,1) 上 无 界 
设 
f(r)22yxz, 0<z <1, 
则 f 7E (0.1) 上 可 微 且 有 界 . 然而 , FRR 


f'(z) 2 1/ vv 
在 (0,1) 上 无 界 . 


注 ”容易 证 明 , 车 函数 f 在 有 限 区 间 (a,b) 上 可 微 , 则 fE (a.b) 上 无 界 蕴 涵 
着 fr 在 (a,b) 上 无 界 . 上 述 反 例 说 明了 这 个 命题 倒 过 来 是 不 正确 的 . 
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2T. 在 已 知 点 01,02,**^ , Qn 没有 导数 的 连续 函数 . 
PR 


n 


f(z) 2 5 e-a 


i-—1l 
具有 所 需 的 性 质 . 
28. 在 无 理 点 可 微 而 在 有 理 点 不 可 微 的 连续 函数 . 
设 ry (k —1,2,---) 为 [0,1] 中 的 全 体 有 理 数 , S 


r) = y E mis 
则 对 每 一 k, 函数 f(x) = |z — ri |/3* " jo. 1] 上 连续 , 且 |fy(x)| < 1/3*. 因此 , 级 
数 oua fix) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 , 从 而 其 和 函数 f 在 [0,1] 上 也 连续 (参看 [7], 
p.642). 
现 证 f 在 任 一 无 理 点 zo € [0, 1] 可 微 , 而 在 任 一 有 理 点 ry € [0, 1] 不 可 微 . 
事实 上 , Æ xo € [0,1] 是 无 理 点 , 则 zo — re #0 (k — 1,2,---). 由 于 函数 |z| 
TE x z 0 处 可 微 , 因而 当 xo 为 无 理 点 时 ， 


fi (xo) = lim 


存在 , Hh F 
fk(zxo--x)-— fa(xo)| | 1 ||xo - x — r«| — |o — rr] 
z 3k x 
1l |zro c z — rk — (zo — r«)] 4 
x 35 dm -- 35 
得 到 


|f (xo)| < 1/35, 
从 而 级 数 Y fL) 收敛 . 令 
k—1 


[gi (x)| = 
T 
则 由 于 对 任 一 z, 恒 有 |gr(z)| < 1/35, 所 以 级 数 于 > ,gi(z) 在 任何 区 间 上 一 致 收 
t, 于 是 


felo -- x) — fr(ro) | 


J'(2o) = lim £22 — Ped E» 


= >, im gela) = X fi(zo), 
这 就 证 明了 f Æ xo 处 可 微 . 


Br 
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223 fo € (0. 1] 是 有 理 点 ， To = Tko; 则 当 k > ko 时 ， TQ Æ Tk, 于 是 仿照 前 面 的 
证 明 可 知 , 函数 


lc — rx 


TE xo 处 可 微 , 而 
f(z) = 了 lz nil zzl r3] +> + gc ZEE fu "P |£ — rg | + h(x) 
ud Ade ) e + Sro- (£) + fioe) + h(z), 
X filz), falz), fko-1 (£) TE £ = rk, 处 可 微 ,h(z) 在 xo = rko 处 也 可 微 , fi, (o) 
在 zo = Tko 不 可 微 , 于 是 推 知 f YE zo = rko 处 不 可 微 . 
29. 处 处 连续 而 无 处 可 微 的 函数 . 


第 一 个 无 处 可 微 的 连续 函数 的 例 子 是 由 Weierstrass 给 出 的 : 
a b" cos(a" zz), 
n=0 
此 处 0 < b < 1, a 为 一 正 奇数 . 此 级 数 在 任何 区 间 上 都 一 致 收敛 , 所 以 三 处 处 连 
一 方面 , 若 ab > 1, 则 由 逐 项 微分 得 到 的 级 数 发 散 . 这 个 事实 本 身 并 没有 证 明 
f 不 可 微 , 但 却 提供 了 这 方面 的 可 能 性 . 我 们 将 要 证 明 : 若 ab > 1 + łn, 则 在 任何 
H or 处, 函数 f 都 没有 有 限 的 导数 . 


首先 , 我 们 有 
f(x > l= „Ccos{a”n(x + h)) — cos(a” ma) 
m0 h 
m-—1 De 
因为 
| cos(a" (zx + h)) 一 cos(a"rz)| 三 |c"Trhsinfa" v(x + 0h)j| 
«a"m|h, 其 中 0<0<1. 
所 以 
m-—1 a" pn mpm 
RN | a" b 
|Sml| € SEC p". C due mer 


n=0 
其 次 , 我 们 给 n 以 特定 的 数值 , 而 为 Rj 求 一 下 限 . 为 此 , ic 
Gg = Am + Em, 


此 外 Qm 为 一 整数 ， 而 -i < Em < i. 命 


则 有 


a m 
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及 
a”n(x 十 h)- oh m a" qc (a = hj) = a"— Pt (Ot, 十 il). 


因为 a 是 奇数 , 所 以 
cos([a" m (x + h)) = cos(a" ^" m(ao,, 4-1)) 一 (一 sm 二. 


又 因 
cos(a" x) = cos(a" "m(o, + Em)} 
= cos(a” ram) cos(a m6) 
= (-1)*" cos(a” ™ném), 
所 以 


EX 


Rm = D^ (1 + cos (a^ ™aEm)}. 


n=m 


EE 故 若 只 取 第 一 项 ， 便 得 
2 m m 
TP li 而 可 > 3" b 


之 |Rml E [Sm] 


> (5 ES ew". 
3 ab—1 
di ab > 1 十 37, 则 括号 内 的 因子 取 正 值 ; 故 当 m 一 oo, h — 0 时 , 不 等 式 的 右 方 趋 
向 无 穷 . 所 以 f 在 点 x 处 不 可 微 . 由 于 x 是 任 取 的 , 因而 f 无 处 可 微 . 
下 面 的 无 处 可 微 的 连续 函数 是 由 lip: der Waerden 于 1930 年 提出 的 : 
Wi - 3. Ee. 
n=0 
其 中 记号 (y) 表示 数 y 与 它 最 近 整 数 间 的 距离 . 例如 ， 
[31)20.1, {3.5} =0.5， {-6}=0, {1.83} = 0.17. 
我 们 依次 考虑 并 证 明 下 述 命题 : 
(i) 设 fo(z) = (a), W fo 是 具有 单位 周期 的 连续 函数 , 它 在 [0,1] 上 的 解析 表 


0 € r «€ 1/2, 
folz) = 
1 1/2«mr&l. 
事实 上 , 任 取 x € R!, 由 {zx} 的 定义 显然 有 
fo(x +1) = folz), 
且 对 任意 1€ R!, 1<1, fola +1) z fo(x), 故 fo 具有 单位 周期 . 
X, 4ER x € [0,1], 24 x € [0, 1/2] Bf, (x) = s; 4 x € (1/2,1] Hf, {x} = 1- z, 


2 +h) — f(z) 
h 
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故 
0<zr<1/2, 
folz) = 


1-z, l/2«z«l. 
显然 , fo(r) = (x) 是 连续 的 , 它 的 图 像 如 下 : 


(i) 函数 


在 R! 上 连续 . 

事实 上 , 设 falx) = (107), 则 

fn fen 2. = br («^ ux)! = (10"z + 1} = (10"z) = fn( E 
显然 , ie 是 满足 fale +1) = f(z I BR TER Mc f. (n) 具有 周期 ue. Xu 
G 知 ， FAG: 3) TE Ht E XE, H EAE T p on 


= ES i 
2 { m i: Dx fal 2c) 
在 R! 上 一 致 收敛 ， 所 以 和 函数 W(x) Æ R! 上 连续 
(ii) 函数 W (x) 在 R! 上 处 处 不 可 微 . 
为 证 明 这 个 结果 , 我 们 只 要 证 明 对 任意 vo € R', 存在 序列 (m, ) o8, C RP, 使 
得 lim, Tn = ro, 但 是 


im Mero) — Wo) 

a a Tn — T0 
不 存在 就 可 以 了 . IHES n, 在 R! 中 选取 zn 满足 lz 一 zol = qir (an = totii 
即 可 ), 则 当 n — oo 时 , rn 一 xo. 固定 n, C4 k 2 n 时 ， TUE 是 f(x) 的 周期 m 


的 整数 倍 , 所 以 


Selta) = Jeto)  (k 2 m). 


从 而 
fk(xn) — fe(zo) 2 0. (k >n). 


"68 = 实 分 析 中 的 反例 [3.30] 


Mksxn—1Hf, felen) fr(z0) = = x10^*-^. 因此 
W (€n) = W (xo) fel Ün) — f«( Fin) — fu(xo) C3 107^ 
一 二 一 一 一 =》 t =Ñ (1). 
En — To P E 10^ (£n — z0) 2. 10*(3-10-7) -之 ) 


这 就 是 说 , 对 于 任意 的 正 整数 n, [W (zn) — W (ro ie — zo) n 项 之 和 , 其 中 每 
一 项 是 --1 或 —1. ideis n EAR, [W (2n) — W (xo)]/(za — zo) 是 一 个 奇 


数 , 而 当 n 是 偶数 时 , [W(zn) 一 W(z0)]/(zn — xo) 是 一 个 偶数 . 因此 ， 
.  W(zn)— W (zo) 
lim re a 
ESAE: Tn — Tü 
不 存在 . 


注 Marchis 97] 把 Van der Waerden 函数 作 了 推广 , 他 指出 , PKZ 
= Yo pipe) (p > 1 是 整数 ) 


n=0 
在 [0,1] 上 连续 而 无 处 可 微 . 当 p= 10 时 , f(x) 就 是 Van der Waerden FR. 

Schubert 49] 利用 Van der Waerden 函数 而 构造 了 在 (0, 1] 的 某 个 正 测度 集 上 
为 0 He [0,1] 上 连续 而 无 处 可 微 的 函数 .他 的 作法 如 下 : 任 给 e (0 <e « 1), € 
们 用 Ce RÆ I = [0, 1] 中 的 完备 朴 集 , 使 

mC: > 1 一 E. 

于 是 C. = INU A En, 其 中 En = (an, qn) 是 工 中 两 两 不 相交 的 开 区 间 . 考虑 [0, 1] 
上 处 处 连续 而 无 处 可 微 的 Van der Waerden PA% 


W(x) = L aTe b 


注意 , W(0) = W(1) = 0. 我 们 在 工 上 如 下 定义 函数 f: EC: b, ^ f 80, 而 在 
E, (n —21,2,-..) 的 闭 包 E, b, 定义 f HAMRY Van der Waerden A% 于 是 ， 
f 在 TT 上 连续 而 无 处 可 微 , 且 在 正 测度 集 C. 上, f — 0. 

XFT4EA USER HUE E C [0, 1], Lipiński 199] 也 作出 了 一 个 在 [0,1] 上 无 处 可 
微 的 连续 函数 f, 使 当 ve EB, f(x) —0, mM x € [0,1]\E Rf, f(z)>0 

上 面 这 些 处 处 连续 而 无 处 可 微 的 函数 都 是 通过 取 极 限 的 手续 而 得 到 的 . 针对 这 
一 情况 , Bush [59] 构造 了 一 个 不 通过 取 极 限 手 续 的 处 处 连续 而 无 处 可 微 的 郴 数 . 

Wim RA TRK, 连续 性 与 可 微 性 等 几 个 必要 的 概念 而 构造 了 一 个 无 处 
30. 处 处 连续 而 仅 在 一 点 可 微 的 函数 . 

设 g 是 R! 上 的 无 处 可 微 的 连续 函数 (参看 例 29). 令 f(z) = rge), W f JE 
R! 上 的 连续 函数 . 由 于 


fF(0) 三 lim f(Q) 7 f(0) pup = lim g(h) = g(0), 


所 以 f E x —0 处 可 微 且 f'(0) = g(0). “i x #0 时 ， 
fu) - f(x) _ z2) 三 gr) "3 
y—c y- T 


. hg(h) 
— Jim 7 
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而 limy>s gly) = g(x), g'(x) 不 存在 , 故 由 上 面 的 等 式 即 知 f'(z) 不 存在 . 因此 , f 
仅 在 x = 0 处 可 微 . 


31. 任 给 Gs 型 的 可 数 集 互 ， 可 构造 非 减 函数 f， 其 导数 满足 条 件 : f'(x) = oo 
(x € E), f'(r) 2 0 (ZE 万 ). 
这 个 问题 是 由 Zahorski 77) 提出 并 由 Piranian U?4] 解决 的 . 
A E = {zn} 是 Gs 型 的 可 数 集 , 令 


f(x) = > cnfn(z), 


其 中 fala) 分 别 在 £ < wnsz = as RE os 处 取 值 为 0,1/2 和 1, 系数 cn 待定 . 
据 假 设 , {£n} = ne Ej, 其 中 E; 均 为 开 集 且 E; D Ej 对 每 一 j, 令 (EG, k)} 
代表 开 集 E; 的 全 体 构成 区 间 , 不 失 一 般 性 , 可 设 EQ, k) 的 长 度 小 于 1. 

对 应 于 点 23, 我 们 选取 标号 对 偶 (Ja, ki), 使 zi € EQ, ki), 2EJH di 代表 xi 与 
E(ji, ki) 之 间 的 距离 , HS eq = 2-1d1. 设 标号 对 偶 (jm, km) (Mm 1,2,:--,n—1) 
已 经 确定 .我 们 选取 对 偶 (ju, s). 不 同 于 所 有 的 对 偶 (Gu ks) (1 € m < n), 使 
Tn € E n; kn), 并 记 Cn = 2 "d, 这 里 ， dj 代表 Tn 与 E(jn, kae 之 间 的 距离 . 因 
为 每 个 x 位 于 无 穷 多 个 区 间 E, k) ZP, 故 这 种 程序 可 以 毫 不 困难 地 继续 施行 . 


A 
oo 
= 5 Cafa (x), 
n=l 


Ed 
其 中 falx) 分 别 在 z ra, T= zn Hbro zn 处 取 值 为 0,1/2 fü 1. 显然 , f IEW, 
经 直接 计算 可 得 f'(r) = ceo (x € E). 

另 一 方面 , € xEB = nge Ej, 则 存在 正 数 M, 74 n > M 时 zEEn, 从 而 
XER(jn kn). I u £0, 显然 ， 

, € Ttu)- f(z) e ht Y a. 
这 里 , y MON n 求 和 ， 使 
x — |u| S £n < z+ lul. 

E N 代表 这 种 标号 中 最 小 的 一 个 , 则 当 N 一 oo 时 , u 一 0. 因为 对 任何 N > M, 
和 数 Y^" c, 中 的 项 cn 满足 条 件 cn = 2-"dn < 27"|ul, 故 


oe P - fi) csi 
u 


从 而 f(e) = 
32*. 无 处 存在 单 侧 导 数 (有 限 或 无 穷 ) 的 连续 函数 . 
下 面 的 例子 是 由 Faber 作出 的 Ta 
it o(z) = minfz — [z], 1 — x + [x], W o Æ R 上 连续 . E 


mu 


-2 gye 


v=l 
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因为 v2" 2) 连续 , 且 级 数 975-4 queo (272) 在 RI 上 一 致 收敛 , 所 以 了 在 R 上 
是 连续 的 . 

现 证 f 在 R! 的 任何 点 均 无 单 侧 导 数 . 为 此 , 任 取 一 点 roe Rm 是 相当 大 
的 自然 数 , 分 两 种 情形 : 

(i) e(2"'z9) < 1, 

(ii) e(2"tzo) > 4. 
取 两 点 Lin, ton 适合 Lon < To < Tin, JF H. 

对 (i) 的 情形 , o(27'214) = (2t) = 1; 

对 (Gi) 的 情形 , (27 21,) = (2 £n) = 0. 
无 论 哪 一 种 情形 ,都 要 求 zin. ros 是 满足 上 述 性 质 而 距 so 最 近 的 点 ，zo 在 以 
[zo], [xo] +1 为 端点 的 闭 区 间 中 , 而 考虑 (2*2), 即将 区 间 [xo], [o] 4- 1] 分 成 22! 
等 分 , 作 在 小 区 间 端 点 取 0, 中 点 取 i 的 折线 . 因 之 ， 


1 : 
|zo Sin | < gn! (i = 1,2), (1) 
n TL 1 
le(2" 29) — e(2" zin)| > 1 
le(z) — e(^)| < lx — a]. 
Y v E 
Ip(2 zo) —v(2 ‘yin)| < 2" |lzg 一 Tin| < gnl’ 
由 这 个 不 等 式 , 得 到 
n—1 mi ! 
1 1 t ii Pi 
gps v(2" in) Z AE 
2. jp 0 ep cipe e 中 < 未 2n! 
oo 1 
] 259 1 1 
$ b» or : 9n! < 9 i 10” (n 2 5), 
v-—li 
> 1 v! v! > v! 
(P Er (e(2" xo) — e(2"z;.)) < >》， a (e (2" xo) + v (2" zin)) 
v=n v—n-rFl 
sow E. l1 1 
Ter 10" 9 10”? 
从 而 
n—1 oo 
f 1 " n 
|f(zo) — f(zm)| > xg le" mo) - eril- I -| 2 
vcl v=n+1 


g 1 Dy i b ox 
10" 4 10°” 9 10" 9 10" 36 


f (ro) — f(zin)| 、 


To — Tin 


再 利用 (1), 推出 
9n! 1 
10^ 36 


由 此 可 见 , f TE xo 处 不 可 微 . 
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注意 ， 由 以 上 Tin, Tn 的 选 法 可 知 ， 差 商 
- EG iu o (2" xg) - Q(27 £an) 


n To 一 Tn 
在 (i) 的 时 候 ， 分 别 是 正 、 pr Le (ii) 的 时 候 , 分 别 是 负 、 正 号 . WMH n > 5 时 ， 
fog) - fee) 与 o(2"z0) o2 Tin) 
To — Ti 

同 号 , 由 此 可 见 , f 的 差 商 没有 间 定 的 无 穷 极限 . ng 了 无 处 存在 单 侧 导 数 . 

ik Marcus 991 构造 了 在 任何 一 点 都 没有 有 限 单 侧 导数 的 连续 函数 的 初等 例子 . 

Minassian 和 Gaisser [116] 构造 了 一 个 十 分 简单 的 无 处 存在 单 侧 导 数 的 连续 也 
数 的 例子 ， 他 们 令 f. 三 g 的 图 形 是 连接 (0,0) 与 (5.3) (3.3) 与 (1,0) 的 
直线 段 的 并 .然后 令 f 的 图 形 如 下 : 把 [0,1] 等 分 为 10 分 , 分 别 连接 (0,0) 与 
(十 ;了 ), G5.) 5 (15,0) , ($$,0) 与 (Gn DG 3D 与 (1,0) 的 直线 段 的 并 . iE 
意 , 的 图 形 顶 点 的 高 度 是 fi 的 图 形 项 点 的 高 度 的 一 半 , BEA go = fi - fo (参看 
图 3). 


2 


ae 


ni w 


(zu; ga(zu)) 


(a, go (a)) 


Ot 


|= 


(za, g2(za)) 


图 3 


如 此 继续 下 去 , 每 个 f, 的 图 像 是 把 fi_1 的 图 像 中 的 等 腰 三 角形 的 底 边 10 等 
^y. 并 作出 5 个 全 等 的 等 腰 三 角形 , 每 个 三 角形 的 高 度 是 相应 于 fi;_1 的 三 角形 的 高 
度 的 一 半 , 然后 令 | 
ği = 5f E gii 
j=1 


则 函数 f — lim;_,w gi 具有 所 需 的 性 质 . 
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刘 文 中 构造 了 一 类 具有 奇特 性 质 的 连续 函数 , 无 处 存在 有 限 单 侧 导 数 的 连续 函 
数 以 及 不 满足 a 阶 Holder 条 件 的 连续 函数 都 是 这 类 函数 的 一 个 特殊 的 情况 . 
33. [0,1] 上 的 一 个 无 穷 可 微 函数 f, 使 {x : f(z) = 0} 为 不 可 数 的 琉 集 . 

下 面 的 例子 是 由 Rehn 和 Kennedy 32 作出 的 . 

WX E [0,1] PHARE, (an bn) (n= 1,2,…) Jy E 的 邻接 区 间 . S 

=] Af. . m — 
7 四 = e /(r—a,)—1/(b,—x), £E (an, bn) n = ,,2,--., 
) rcEb, 

则 f Æ [0,1] 上 的 无 穷 可 微 函数 , H (m: f(z) 20) =E H-A Rm 4. 
34. 函数 f, f c H^l[a,b], 而 f€H^[a,b],0 <a < B. 

我 们 用 H° [a,b] 代表 定义 在 [a,b]. 上 的 满足 a 阶 Holder ZAKE ER ICM) e 
Wk. 令 f(x) = x, W] f € H*[a,b] (0 < o € 1), 1E f&H?[a,b] (8 > 1). 事实 上 , f& 
若 fe H?[a,b], 即 存在 常数 M, 使 对 任何 x,y € Ja, 0], 都 有 

lfz) — f(y)l € Mlz — yl?, 
则 
If) — fGl/Ir — yl < Mlz — y^^", 

从 而 f'(x) 5 0 (a € x « b). Butt, f 2y— AERA, 这 与 了 的 定义 相 巴 盾 . 

$ ”容易 证 明 , 若 [a,b] 为 一 有 限 区 间 , H 8 > o > 0, M H?[a, b] C H° [a,b]. 
上 述 反 例 说 明了 这 个 包含 关系 是 严格 的 . 
35. 函数 f, 使 f € H'(—oo, +00), 而 对 任何 a (0 < a < 1), feH?^(—oo, +00). 

WE f(z) = z, 则 f € H!(—oo,-oo). 另 一 方面 , 不 存在 常数 M, 使 对 一 切 
x,y € (一 co, 十 co), 都 有 

lr-y| < Miz-yl^ (0«o«1) 

因此 ; feH*(—oo, +00). 

注 上 述 反 例 说 明了 当 (a,5) HAFKA, 包含 关系 HÜ(a,b) C H° (a,b) 
(B > a > 0) 不 再 成 立 . 


36*. 满足 o Br Holder 条 件 的 无 处 可 微 的 连续 函数 . 
设 
y(t) = y b” cos (a" nt), 


n-—l 
此 处 0 & b «1, a 为 一 奇 整数 , 则 当 ab > 1 十 37 HT, p(t) 在 任 一 点 t 都 不 可 微 ( 参 
看 例 29). 因此 , 函数 


oo 


f(zr)—wv 9 = 5 b" cosa" x 


n=l 
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也 是 R' 上 的 一 个 无 处 可 微 的 连续 函数 , 其 中 0 <5 < 1, ab > 1-2 $7. 显然 ， 


oo m oo 
f(z+h)— f(z—-h)2-— » 2b" sina" hsina"a = — » 十 5 ) ; 
fil 


Til 一 n-—m-4-1 
这 里 , m 是 使 a" h < 1 能 成 立 的 最 大 的 n. S 
m oo 
pu X 2b"sina"hsina"r, Q= > 2b" sina" h sina" z, 
n=l n=m+1 


我 们 注意 , 0 < sinz € z (0€ x < 7/2), 所 以 PP 的 每 一 项 不 超过 2a"b"h, X Q 的 
每 一 项 不 超过 2b", 因而 得 到 


m p 1 
ab" —1 


|P| < V 72a" b" h = 2abh em 


n=l 


oo 
Q0 20H 
Ig s », m^ 


1—b 
n—m-4-1 
这 里 , A, B 代表 与 m 无 关 的 常数 . H ah < 1, 1$ m «€ lg z/Tlga. $ a"b'"h = h^, 
则 


£ Aa™b™ h, 


= pw", 


(wigah _ -aei dy 
m= gab O gdb ~ Iga 
故 o 2 lgi/lga, 5t a = lg ł/lga, WAI O< b< 1, ab > 1, HW 0 <a « 1, JE 
时 Aa™b”h = O(h*), Bb" = O(h^), 从 而 
|f (x +h) — f(r — h)| = O(h?). 
Bp f 是 一 个 满足 a 阶 Holder 条 件 的 无 处 可 微 的 连续 函数 . 
注意 , 如 果 预 先 给 定 a (0 < a < 1), 那么 我 们 可 以 调节 ab, 使 满足 0 < b < 
1, ab» 1 ĉr, H. a= lg z/lga. 于 是 , 我 们 就 得 到 了 一 个 满足 a 阶 Holder 条 件 
而 无 处 可 微 的 连续 函数 . 
这 个 例子 是 由 Hardy 59 作出 的 . 
37. 不 满足 任何 阶 Holder 条 件 的 可 微 函 数 . 
函数 f(x) = ez 在 (0, +00) 内 可 微 . 易 证 , f 不 满足 任何 阶 Holder 条 件 . 事实 
E, 任 取 a > 0 及 任意 固定 xo > 0, 有 
lim aid sid = +00, 
z 一 十 oo (£ — mo)? 
因此 , 不 存在 常数 M > 0, 使 对 一 切 x, zo € [0, +20), 都 有 
|f (x) — f(zo)| < M|x 一 zol ， 
BU f fk (0, +200) 上 不 满足 a 阶 Holder 条 件 . 


38*. 处 处 可 微 而 无 处 单调 的 函数 . 
我 们 要 构造 一 个 在 R! 上 处 处 可 微 的 实 值 函数 H, CE R! 的 任何 非 空 子 区 间 
上 都 不 单调 . 并 且 H' 有 界 . 我 们 分 七 步 进行 . 


ep 实 分 析 中 的 反例 [3.38] 


L 设 r,s 是 实数 . 
(i) Æ r > s 0, W (r — s)/(r? — s?) < 2jr. 
(ii) Ær » 1, s> 1, W (r3-s— 2)/(r? +8? — 2) « 2/s. 
证 (i) 是 明显 的 . (i 等 价 于 
(r—sy -(r—1)(s—1)4- r? - r4 3s » 5. 
这 个 式 子 当 7 > 1, 5 > 1 时 也 是 明显 的 . 
IL iE w(z) = (1+ |z])7 2, ze R! a,b 是 相 异 实数 , 则 
b 
i-i]. v(x)dz < Amin(v(a), v(b)]. 
证 设 a<b. ide 由 第 工 步 有 
1 f 2(vV1 +b- Vl +a) ANO 
ped v(r)dz = (1-8) — (1 a) « arp deser) . v(b)). 
因为 v( 一 x) = v(x), 故 b < 0 时 不 必 特 别 考虑 . 因而 设 a < 0 < b, 此 时 由 第 I 步 得 
t f (x)dxr = 2(vl+b+vl-a-2) vl-a-2) 
b— a ja M dim (14-56) (1—a)—2 
HIL v 如 第 I, w 是 形 如 


w(x) = b» cjv[A;(z — o)] 
j=1 


j= 
的 任 一 图 数 , 其 中 ci,cz, ,cn 与 N02 ,和 是 正 实 数 , a1, a2,… ,an 是 任意 
实数 , 则 


< 4min(v(a), v(b)}. 


b 
5 : / w(ar)dr < 4min{w(a), w(b)}. 
一 Q Ja 


证 这 可 由 第 II 步 及 


1 A(b—a) 


: 1 
iz] v(A(x — a))dx = nane e P MM v(t)dt 
直接 得 到 . 


IV. i {wn} 是 如 第 III 步 的 函数 的 任 一 序列 . 对 ze R! 及 每 个 n 定义 
m= f Wn (t)dt. 
0 
设 对 某 个 ae RI, EL, wn(a) = s < oo, 则 级 数 


F(z) = X Wn(z) 
n=l 
在 R! 的 每 个 有 界 子 集 上 一 致 收敛 , 函数 F 在 a 处 可 微 , F'(a) = s. 特别 地 , or 
所 有 teR!, 


n) F Æ R! 上 处 处 可 微 , F' = f. 
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证 设 be Ri 满足 bz lal. AHS II H, 4 —b < z <b Tt, 


a Ed 
[WA (z)| < / wd 十 f wn 
0 a 
€ 4lalwn(a) + 4|x — alwn(a) < 12bw; (a). 


于 是 , 从 Weierstrass AM- 判别 法 可 得 级 数 
F(z) = 》 Tu(z) 


在 [-5.0] 上 的 一 致 收敛 性 . 
为 证 F'(a) = s, it s>0 为 已 知 . 取 no 使 


oo 
10 5 um(a) <E. 


n=no+1 


由 于 每 个 wn 在 a 连续 , 存在 某 个 6 > 0, f 0< |h| «0, 1 & n & no HT 
a4-h 5 
i/ wn(t)dt — w,(a)| < 一 一 


hJa 2no` 


因此 , 再 次 利用 第 II 2b, 04 0< |h| < 8 HT 
F(a-4- h) — F(a) 2 j1 
[fasi ru) -| Ei l 


a+h 
f wn(t)dt — um(a) 


h 
n-—i 


1 ach 
i/ wy (t)dt — wn (a) 


oc 1 rh 
十 ». Ji wy (t)dt + w,(a) 


n= 二 ni0 十 1 


oo 
€ 
« 3 十 b» 5wn(a) < €. 


n-notl 


设 帮 ,… ,是 不 相交 的 开 区 间 ， Oj 是 lj 的 中 点 , e 和 yis ,vn 是 正 


V. 
实数 . 则 存在 如 第 ITI 步 的 函数 w, 使 对 每 个 j, 
(i) w(aoj) > yj; 
(ii) Æ x € Ij, W w(z) < yj +e; 


(iii) 若 x€ IU -U In, W w(x) <e. 
证 Jt c; — y; +$, X u(r) 9M v;(r) = cvll 一 @;)), 其 中 入 选 得 如 此 


之 大 , 使 xED 时 vj(z) < e/(2n) (只 需要 对 万 的 一 个 端点 检查 这 个 不 等 式 ). 取 
w = Vy P eF Une 


因为 h, ,1 不 相交 , 并 且 v; TE aj 取得 它 的 最 大 值 cj, 故 性 质 (i), (3), (i) 是 


显然 的 . 
it {aj} Ea (8), 是 R! 的 不 相交 可 数 子 集 , 则 存在 R 上 处 处 可 微 的 


VI. 
实 值 函数 F, 对 所 有 j 满足 F'(o;) = 1, F'(3;) <1, 对 所 有 xz 满足 0< F'(r) € I. 


"yo 实 分 析 中 的 反例 [3.38] 


证 ”我们 先 构造 F = f= YT wn 如 第 IV 步 那样 得 到 F, 或 者 更 严格 地 说 
先 构造 部 分 和 fn = Yoga wn, 使 之 满足 


1 
fa(ag)1— m I<j <n, (An) 
1 
MC RE E : * i 
falt) < 2 rceR (Bn) 
1 
n(8;) WT «jin (C4) 


如 果 这 样 做 了 , 便 有 
ICE Jim fhal, Gc spe im fanle) s1 
同时 , on > j, W 
F'(By) = faith) + o owk(8;) < 一 元 十 5 Jk OK 
Ro fcd 


k—n 


这 样 , 我 们 得 到 了 所 要 求 的 F. 
我 们 归纳 地 构造 fn wn. 先 取 开 区 间 Z4, 它 以 aa 为 中 点 , 而 Ben. 应 用 第 V 
步 (te = yi = 1/4) 得 fy 9 wi1, 它 满足 条 件 (A1). (B1). (C1). 
设 n > 1, 并 且 , 满足 (An), (Bn-1), (C4 a) 的 fn-1;Wn-1 已 经 取得 . 取 不 
相交 的 开 区 间 厂 ,… In, 使 对 JE {1, n) oj 是 FH; 的 中 点 , rn (5,84) 
=Ø, 


fu-i(m) < faata) HA mel; 
其 中 
— ET 
n(n--1) 2n.2^ 
现在 , MHE V 2b (W e= 1/(2n-27), yj 21—1/n— fai(o5), 1 <j < n) 得 到 
ws. (Cn) 显然 是 满足 的 . X, 1 <j <n Ht 
falaj)  fa-i(aj) + unla) > failas) uj m 1— F, 
从 而 满足 (An). 为 检查 (Ba) 是 否 满足 , 注意 : dy v e D;. 则 
f(x) = fn-1(z) 十 tn(Z) < fn- 1(05) 6 t yj +E 

S S S M 

n  n(n41) n+l 


而 rE U5., I; 时 ， 
fnit) = fu-1 (2) a «1-— > 十 E<1 一 —À. 
VIL. d (o5)5&.,, (8;)5&, J& R 的 不 相交 的 稠密 子 集 y VI 步 得 到 
R! EB ubabup PA F 与 G, 使 对 所 有 j Bc. 
F'(o;) - G'(8;)) 21, G'(oj)«1, F'(8;j)«1 
0< F(r)&l. O0«G'(r«l 
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则 对 所 有 juu, 
H'(oj)»0, H'(Bj«0, -1«H'(r)«1 
因为 {aj} 和 (5; 584, 都 稠密 于 RI. MH 不 可 能 在 区 间 上 单调 . 
上 述 构造 法 属于 Katznelson 和 Stromberg [86]. 
iE 我 们 用 D[a, 5] 代表 定义 在 [a,b]. E ELEC E SE ERE A US ERG (f^ (a) = 
f (a). f'(b) = f'(b—)). 对 f € Dla, b], $ 
[fl = sup |f(z)|- sup |f (£). 


a&c&b acr&b 


BEA Do[a,b] = (f € D[a,b] : f 无 处 单调 }， 由 例 38 即 知 Dola, b] 非 空 . Tibor 
Salàt [166] 指出 , Do[a, b] TE D[a. b] 中 无 处 稠密 . 


39. 在 每 个 非 空 区 间 上 都 能 取得 局 部 极 大 值 和 局 部 极 小 值 的 可 微 函 数 . 
设 五 是 例 38 中 的 可 微 函数 . ZEUE H 在 RH 的 任何 非 空 区 间 内 都 能 取得 局 部 
极 大 值 和 局 部 极 小 值 . 事实 上 , 对 任意 非 空 区 间 (a, b), 可 在 (a,b) 内 选取 实数 a，f. 
fi a « 8 H H'(o) > 0, H'(8) < 0. 于是, H f£ (o, 8) 的 某 点 7 取得 局 部 极 大 值 ， 
即 H E (a, b) 内 能 取得 局 部 极 大 值 . 同 理 可 证 , H 在 (a, b) 内 也 能 取得 局 部 极 小 值 . 
此 例 是 由 Katznelson 和 Stromberg 99! 作出 的 . 


40. 满足 Lipschitz 条 件 而 无 处 单调 的 函数 . 

i f Æ [a,b] ERRO F WARR, 使 得 {z: f(x) > 0) RI (m: f(x) « 0) 
在 [a,b] 内 都 稠密 . 这 种 函数 FP 是 存在 的 (参看 [66]). 

由 于 F' — f f£ fa, ib se 界 , 故 F fk [a,b] 上 满足 Lipschitz 条 件 . 又 由 于 集 
{x : F'(r) > 0) F (x: F'(zr) « 0) 在 [aa 中 都 稠密 , S F E [a,b] 上 无 处 单调 . 


第 四 章 


Riemann 积分 


0. 引言 . 


设 函 数 了 在 闭 区 间 [a,b] 上 有 定义 且 a==xo<zi<z2<:…<zxn 二 b, 若 
极限 
n—1 
max Um oa 2, f(é) A 
GÈ i < & < via Æ Ari = ria 一 zi) 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 了 在 区 间 [a.t] 
上 的 Riemann 积分 , 简称 (R) 积分 , 记 作 


人 f(x)dx. 


若 f Œ [a,b] 上 的 Riemann 积分 存在 , WEK f 在 [a,b] 上 Riemann 可 积 , 简 
称 (R) 可 积 或 可 积 . 

[a,b] 上 的 连续 函数 及 单调 有 界 函 数 在 [as b] 上 都 是 (R) 可 积 的 . 

我 们 称 ACR 为 零 测 度 集 , 如 果 A 能 ee ha 间 之 内 , 而 
这 些 开 区 间 的 总 长 度 ( 即 各 开 区 间 长 度 的 和 数 ) 可 以 任意 小 . 由 这 个 定义 立即 推 知 ， 
R! 中 的 任何 有 限 集 或 可 数 集 都 是 零 测度 集 . 

设 有 一 个 关于 集 E LAT sn z(r), 如果 有 E WEWETE N, 使 r(z) 
在 ENN EERS, 则 我 们 就 说 r(z) 在 E. 上 几乎 处 处 成 立 . 

Lebesgue 定理 it [a,b] WRR 了 是 (R) 可 积 的 充 要 条 件 为 
f 在 [a.b] 上 有 界 并 且 几 乎 处 处 连续 . 


| 80- 实 分 析 中 的 反例 [4.1] 


UR f 于 每 一 有 限 区 间 [a,b] E (R) 可 积 , 则 可 定义 
^ f(a dr = ， Him Si f (x)da. (1) 
XR f 于 点 b 的 邻 域内 无 界 且 于 每 个 区 间 (a,b — £) (e > 0) 上 是 (R) 可 


积 的 , 则 取 
b b—e 
Í f(x)dz = lim f f(x)dx. (2) 


若 极限 (1) 或 (2) 存在 , 则 对 应 的 积分 称 为 收敛 的 , 也 称 f TE fa, +00) 9k [a,b] 
上 是 (广义 ) (m) 可 积 的 ， 在 相反 的 情形 , 则 称 对 应 的 积分 为 发 散 的 , 也 称 了 在 
[a, TREE 或 [a,b] 上 不 是 广义 (R) 可 积 的 . 

若 | 用 是 广义 (R) 可 积 的 , WERK f 的 对 应 积分 (1) 或 (2) 为 绝对 收敛 的 . 
收敛 而 不 绝对 收敛 的 广义 积分 称 为 : 条 件 收敛 的 . 
若 /在 每 一 有 限 区 间 [-A, A] (A > 0) 上 (R) 可 积 , 且 极限 


Am SA f(x)d 


存在 , 则 称 此 极限 为 f 在 (—oo, Fue 上 积分 的 Cauchy 主 值 , iy 
十 cc 
V.P. p f(x)dvx = m Í. f (z)dz. 


同样 , 对 于 f 在 Ja, b) 上 无 界 , 而 c gu 奇 点 (Bl f ÆA c 的 邻近 无 界 ) 的 
情形 , 定义 


b c—& b 
v. f f(z)dz = lim / fee [^ fins 


设 函 数 f M g 在 la, b] ESAE, H a= ro < ri < r<- < En = b, A 
极限 


n=1 


3 f(&)Ag(x;) 


LUNES 
( 式 中 zi € & € tipi 及 Ag(zi) = g(riii) 一 g(zi)) 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 f 对 
函数 g 的 Riemann-Stieltjes 积分 , 记 作 
b 
n 
关于 上 述 各 种 积分 的 基本 性 质 可 参看 [7], [28] 和 [98]. 
1. 函数 f, 使 |f| (R) 可 积 而 f 不 (R) 可 积 . 
在 区 间 [0,1] 上 定义 函数 : 
l, a 为 有 理 数 ， 
f(z) = 
一 1， 2 为 无 理 数 ， 
则 |f(x)| = 1, 故 | 咱 在 [0,1 E (R) "TEL. 由 于 了 在 [0,1] 上 无 处 连续 , 从 而 它 在 
[0,1] 上 不 (R) 可 积 
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iE Pf fE[a,b] E (R) nTfR, M |f] Æ [a,b] E: (R) 可 积 , 且 有 
| f "Felz f "Wielkie 
(参看 [7], p.374). 上 述 反例 说 明了 这 个 陈述 反 过 来 是 不 成 立 的 . 
2. 没有 原 函 数 的 (R) TRAX. 
假如 有 可 以 微分 的 函数 o 适合 w'(z) = f(x), 则 称 f RAR RAE y. 


现在 我 们 给 出 一 个 没有 原 函 数 的 (R) TRR. 令 
0, -1£mrc«0, 


f(z) = 


1l, QOsz-vszi, 
易 见 , f 在 [一 1,1] E CR) 可 积 . 然而 , f 在 [1,1]. ERARA. 事实 上 , 如 果 f 
在 [-1, 1] KARAK p, BI 
p (2) = -- f(z), —Dazwzl, 

那么 , 由 Darboux 定理 可 知 , c^ 应 取得 o'(—1) —0 与 e' (1) = 1 之 间 的 每 一 个 值 ， 
即 f 应 取得 f(—1)20 5 f(1) = 1 之 间 的 每 一 个 值 , ds f EXHT. 因此 ， 
f E [71,1] ERA MRK. 

顺便 指出 , 由 Darboux 定理 可 知 , 任何 有 跳跃 间断 点 的 函数 都 不 可 能 有 原 函 数 . 


3. 在 任何 区 间 上 都 没有 原 函 数 的 (R) 可 积 函 数 . 
设 Tl1,T2,……， - 为 区 间 [0,1] imis > 体 有 理 数 , S 


23 3e 0&z&l, 
TK KT 
则 函数 f fk [0,1] 上 严格 递增 , HL f 在 [0,1] 中 的 任 一 有 理 点 间断 而 在 任 一 无 理 点 
连续 . 又 , f 在 点 ra 处 的 牙 度 恰好 等 于 1/2”, 即 
lim, f(z Z) 一 lim f(x) == x 


(参看 第 二 章 例 35). 因为 f 在 [0,1]. 上 单调 , 所 以 它 在 [0,1] 上 (R) 可 积 . 但 是 , 由 
于 了 的 跳跃 间断 点 的 集合 在 [0,1] 中 稠密 , 因而 f 在 [0.1] 的 任何 非 空子 区 间 上 都 
ABT AEH JR ERE. 


4. 在 闭 区 间 上 有 原 函 数 但 不 (R) 可 积 的 函数 . 


w 1 
mE x? sin G5 T #0, 
0, gz = 0, 
则 了 在 闭 区 间 [—1,1] 上 每 一 点 m 处 都 有 有 限 导数 


1 2 1 
, 2zsin— — —c08—5, m 70, 
glx) = f (a:) = x T T 
0, ü 


. 82 - 实 分 析 中 的 反例 [4.7] 


因此 , 函数 g 有 原 函 数 S. 但 是 , 由 于 9 在 区 间 [-1,1] 上 无 界 , 因而 它 在 [71,1] 上 
不 (R) 可 积 . 

注 如 果 SHE [a,b] EEL, 那么 在 [o, 中 上 必 将 存在 一 个 函数 p, 使 得 w(z) = 
f(x), Bl 了 在 [a,b] 上 具有 原 函 数 . 因此 , f 在 [日 上 的 连续 性 是 / 有 原 函 数 的 充 
分 条 件 . 上 述 反例 说 明了 为 使 函数 具有 原 函 数 , 其 连续 性 并 不 是 必要 条 件 . 


5. 以 任意 零 测度 的 Fo 集 作 为 间断 点 集 的 (RR) TRAR. 


设 4 是 一 个 给 定 的 零 测度 的 丈 R, A = U? LAS, 其 中 A, 是 区 间 [a b] 的 闭 
TE, 上 且 不 妨 设 A, C Anyi, n = 1,2,... (参看 第 二 章 例 38). 设 Ao 表示 空 集 Ø, 
MEEN KK f: 

2 - DET TE AnNAa- i, 
f) = i r€A. 
可 以 证 明 , f 在 4 上 无 处 连续 而 在 [a,b] VA. 上 连续 . 

事实 上 ， 任 取 zo € A, 若 To € An\An— ls 则 f(zo) = — m TF An \An- 1 

TENER, 因而 它 不 含有 内 点 , 所 以 mo 必 是 某 个 与 4,, 不 相交 的 集 的 聚 点 . 
这 个 集 上 , f 的 值 与 fro) 227^ 至 少 相 差 2-"-!, 这 意味 着 f 在 zo 间断 . 现任 取 
zo € [a. b] VA, W f(x0) = 0. 对 于 任 给 的 £ > 0, 我 们 选 一 个 正 整 数 N f 27 N <e, 
然后 再 找 TQ 的 —^4 邻 域 使 其 内 将 PEA Ai. A2, ,AN 的 点 ， Tq i. E T 属于 To 
的 这 个 邻 域内 时 , 就 有 
— f(zo)| = f(x) < 27" < e, 
这 就 是 说 , f 在 xo XE 

由 于 f f£ [a.b] poem A ERWEE, 因而 f 在 [a,b] 上 (R) 可 积 . 
6. 与 (R) 可 积 函 数 对 等 但 本 身 并 不 (R) 可 积 的 函数 . 

设 f(r)e0,0zr«1,Jffr [0,1] 上 定义 函数 g : 

1， c 为 有 理 点 ， 
0, r XEMA. 
在 区 间 [0,1] E, 函数 9 显然 对 等 于 (R) 可 积 函 数 f. Bl, g 与 了 在 [0,1] 上 几乎 处 
处 相等 . 但 g 在 [0,1] 上 无 处 连续 , 因而 它 在 [0,1] 上 并 不 (R) 可 积 . 
$ ”容易 证 明 , 凡是 与 (L) 可 积 消 数 对 等 的 函数 必定 (L) 可 积 . 上 述 反 例 说 明 
^ (R) 积分 无 此 性 质 . 
T. 一 个 (R) 可 积 函 数 , 在 某 个 可 数 集 上 任意 改变 它 的 值 (但 这 些 数值 全 体 要 组 成 
有 界 集 合 ), 而 不 影响 它 的 可 积 
ie 是 由 0 和 点 zk = 1/kr (k — 1.2,---) 组 成 的 [0,1] 的 一 个 可 数 子 集 , 在 


g(x) = 


[4.8] 第 四 章 Riemann 积 |83- 


[0,1] EXE XC eR f: 


f(z) = sin (az) ， ZEe， 
0, T Eë. 
Wf 在 [0,1] E (R) 可 积 . 如 果 在 e 上 赋予 f 以 任何 数值 , 但 这 些 数值 全 体 要 
组 成 有 界 集合 , 那么 得 到 的 函数 在 [0,1] 上 仍 有 界 且 几乎 处 处 连续 , 因而 它 在 [0, 1] 
上 仍 (R) 可 积 . 
注 ”容易 证 明 , 对 于 一 个 (R) 可 积 函 数 变动 它 的 有 限 个 点 的 值 , 可 积 性 不 变 , 积 
分 值 也 不 变 a 那么 可 积 性 可 能 会 遭 到 破坏 (参看 例 
6). 另 一 方面 , 例 7 说 明了 也 确实 存在 这 样 的 (R) 可 积 函 数 , 在 某 个 可 数 集 上 任意 
变动 它 的 值 (要 求 这 些 数值 全 体 组 成 有 界 集合 ), 而 不 影响 它 的 可 积 性 . 
8. 复合 函数 是 否 (R) 可 积 的 各 种 实例 . 
WE f(x) 是 定义 在 [a,b] 上 的 函数 , 且 其 值 域 不 越 出 区 间 [es d]. 而 gly) 是 定义 
在 [ed] 上 的 函数 . 下 面 我 们 举 出 各 种 例子 , 以 说 明 函数 f(z) 在 [a.b]. y) T d] 
上 的 (R) 可 积 性 对 于 g(f(a)] 在 [a.b] 上 的 (R) 可 积 性 来 说 既 非 充分 的 也 非 必要 的 . 
(a) 设 f(x) 定义 于 [0,1]: 
l/n, c 为 非 零 有 理 数 且 表 为 既 约 分 数 m/fn， 
0, r HC GE. 
则 f(x) Æ [0,1] E (R) 可 积 . 再 设 


f(z) = 


1; QOsgsl, 
gly) = 
0, y-—9U. 
显然 , g(y) 在 [0.1] 上 (R) 可 积 . 而 复合 冰 数 
gJ x)| = 
0. c 为 无 理 数 ， 


在 [0.1] 上 无 处 连续 , 故 它 在 [0.1] 上 不 (R) 可 积 . 
(b) 设 f(x) 定义 于 [0, 1]: 
"" l/n, x 为 非 零 有 理 数 且 表 为 既 约 分 数 m/n, 
qz) = 
0, r 为 无 理 数 或 零 . 
再 设 gly) 定义 于 [0.1], H. 
0, y 为 有 理 数 ， 
1， y 为 无 理 数 . 
WIR, fle) 在 [0.1] 上 (R) TE, 而 g(y) 在 [0,1] 上 不 (R) 可 积 , 复合 函数 
glf(z)]=0 


gly) = 


在 [0,1] 上 显然 (2) 可 积 . 


84 - 实 分 析 中 的 反例 


(c) 设 在 [0,1] E, jz) 21— x, 而 在 [0,1] E, 


l, y 为 无 理 数 ， 
id 0. y 为 有 理 数 . 
显然 , f(x) 在 [0， R) 可 积 , g (0,1] 上 不 (R) 可 积 , 而 复合 


r 为 无 理 数 ， 
它 在 [0,1] 上 显然 不 (R) 可 积 . 
(d) 设 在 [0,1] E, f(z) 为 : 
r, xr 为 有 理 数 ， 
0, x 为 无 理 数 ， 
它 显 然 不 (R) 可 积 , 而 在 [0,1] 上 gly) H: 
l/n, y 为 非 零 有 理 数 且 表 为 既 约 分 数 m/n, 
0, y 为 无 理 数 或 零 . 
它 在 [0,1] 上 (R) 可 积 , 而 复合 函数 
l/n, £ 为 非 零 有 理 数 且 表 为 既 约 分 数 m/n, 
STA 为 无 理 数 或 零 
它 在 [0,1] 上 (R) 可 积 . 
(e) i f(x) 如 (d), 而 在 [0,1] 上 gly) = y?, 此 时 复合 函数 
fg Z2， ZX 为 有 有理数， 
eid 0, x 为 无 理 数 . 


f(z) = 


gly) = 


fr [0.1] 上 不 (R) 可 积 . 
(f) 设 在 [0,1] E, f(x) 为 : 


l, cr 为 无 理 数 ， 
f(z)- 
0, cr 为 有 理 数 ， 
而 在 [0,1] E, gy) 为 : 
(y) l, y 为 无 理 数 ， 
9 le ysemux. 
它们 在 [0.1] 上 均 不 (R) 可 积 , 而 复合 函数 
g[lf (xz)]=0 


在 [0,1] E (R) 可 积 . 
(g) 设 在 [0,1] 上 f(x) 为 : 
I 十 2， cr 为 无 理 数 . 
f(x) = " 
T, r 为 有 理 数 ， 


函数 


[4.8] 
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l, wy 为 无 理 数 ， 
g(y) = 
0， y 为 有 理 数 . 
于 是 , 复合 函数 在 [0,1] 上 
1, x 为 无 理 数 ， 
gif (x) = 


0, x 为 有 理 数 ， 
gy) 与 g[f(x)] 均 不 (R) 可 积 . 
至 于 f(z) 和 gly) 均 (R) 可 积 时 , g[f()] 为 (R) 可 积 的 例子 是 平凡 的 , 如 取 
f(x) 及 g(y) 均 连 续 即 可 . 
综 上 所 述 , 有 下 表 : 


f(x) 在 [a,b] glu) 在 [c,d] g[f(z)] 在 [a,b] | 
1 可 积 可 积 可 积 平凡 
2 可 积 可 积 不 可 积 (a 
3 ap fH 不 可 积 可 积 (b) 
4 可 积 不 可 积 不 可 积 (c 
5 不 可 积 可 积 可 积 (d 
6 不 可 积 可 积 不 可 积 (e) 
7 不 可 积 不 可 积 可 积 (f 
8 不 可 积 不 可 积 不 可 积 (g 


9. 两 个 函数 f 5 gd P 5 g? RR) 可 积 而 (f 十 g)? 并 不 (R) TH. 
在 [0,1] 上 定义 函数 f 和 g: 
1, 2 为 无 理 数 ， 
f(z) = 
—l, c 为 有 理 数 ， 
1， — x 为 代数 数 ， 
—l, zc 为 超越 数 . 
于 是 , 户 (z) 2 1. g(x) 三 1, 所 以 它们 在 [0,1] 上 都 是 (R) 可 积 的 . 但 是 ， 
2， cx 既 为 代数 数 又 为 无 理 数 ， 
0, 其 他 ， 
因此 , ( -- 9)? 在 [0,1] 上 无 处 连续 , 从 而 它 在 [0,1] 上 不 (R) 可 积 . 
注 “我 们 有 下 述 问题 : 如 果 函 数 f,g 在 区 间 [a, 0] ET, EL /2 4- 9? 在 [a,b] 
上 (R) 可 积 , 那么 疡 和 9 在 [ai 上 是 否 必 定 (R) 可 积 ? 这 个 问题 的 答案 是 否定 
的 . Rennie !33 Egi T Wi PR. f. 与 g, 使 在 任意 有 限 区 间 [a.0] E, f^ g 均 存 
在 而 且 有 限 , X, f7?--g7 在 [a,b] 上 (R) 可 积 ,但 f^ 5j g' TE [a,b] 上 均 不 (R) 


可 积 . 


glz) = 


f(x) + g(x) = 


“ 86. 实 分 析 中 的 反例 [4.12] 


10. 一 个 有 界 函 数 序列 的 极限 , 它 在 任何 非 空 区 间 上 都 不 (R) 可 积 . 

设 

gla) = 3y sin? recos?” gr, G(x) = lim g(n!z), 
n=0 

则 当 x 是 整数 时 , g(z) = 0; 而 当 r 不 是 整数 时 , g(z) = 1. 因此 , dy xz 是 有 理 数 ， 
则 G(x) = 0; 若 x 是 无 理 数 , 则 G(z) = 1. 可 见 G(z) 在 任何 非 空 区 间 上 都 不 (R) 
可 积 . 

这 个 问题 是 由 Steinitz 提出 并 由 Pólya 解答 的 . 参看 Arch. Math. Phys. Ser3, 
vol.19 (1912), p.361 和 vol.21 (1913), p.290. 


11. 一 个 (R) 可 积 函 数 序列 , 其 上 确 界 函 数 并 不 (R) 可 积 . 
设 {re} A [0,1] 中 的 全 体 有 理 数 , 在 [0,1] 上 如 下 定义 函数 序列 : 
l, cg M, 
"m | (i SUME 
0, 2 EP] 
可 积 的 . 但 是 , pg R% 
l, cr 为 有 理 数 ， 
f (xj = sup falz) = | 
" 0, un 为 无 理 数 ， 
在 [0,1 上 无 处 连续 , 因而 不 (R) 可 积 
注 车 有 限 个 函数 及, foo, fn Œ [a,b] 上 都 CR) 可 积 , 则 它们 在 (a b] EEB 
几乎 处 处 连续 , Mf Boi (E ER 
f(z) = max fk) 
在 [a,b] 上 也 几乎 处 处 连续 (参看 [8], pp.112—113). 因此 , 了 在 [a,b] E (R) 可 积 . 
上 述 反 例 说 明了 不 能 把 这 个 命题 推广 到 无 穷 多 个 孙 数 的 情形 . 
12. 积分 的 极限 不 等 于 极限 的 积分 的 函数 序列 . 
在 区 间 [0,1] Eum FE XC eR BUT SU: 


n, ÜO«crt&l/mn, 
Jal) = 
0, r-—035k1/n«zr&l. 


易 见 , 对 每 一 正 整数 n, fa 在 [0, 1] Tp (R R) 可 积 的 , H 


但 是 


1 "1 
lim fanla )dz = / Odx = 0. 
Q T" 0 


[4.14] SEX Riemann 积分 “87， 


因此 ， 
jm f fn (x)dz £ Li lim f(z dr; 
更 为 极端 的 例子 是 
2n?r, 0 € z « 1/(2n), 
falt) = 4 n? — 2n? (« - z;) ; l/QOm)£zzszl/m, 
2n 
0, l/ne zzi. 


在 这 种 情况 下 , 对 于 任何 b € (0, li 都 有 
lim "I fn(r)dx = Jim - 二 一 Do， 


了 一 DO 


b 
/ lim f, (z)d n 0dz = 0. 
0 TL— oO 


13. 一 个 (R) 可 积 函数 f, 使 g(z) = fy f(t)dt 处 处 可 微 , 但 在 一 个 稠密 集 上 ， 
g'(z) # f(a). 
在 区 间 [0,1] 上 定义 函数 f : 
l/qg. r-—p/q.p 与 4 是 互 质 的 整数 上 且 q 0, 
0, r 为 无 理 数 ， 
则 f E [0,1] E (R) 可 积 , H. 
glg) = j f(t)dt 20 (O<zr< 1), 
0 
所 以 对 任意 x € [0,1]. 都 有 g'(x) = 0. 由 此 可 见 , 在 [0,1] 中 的 每 个 有 理 点 上 ， 
g'(x) £ f(x). 
14. 一 个 (R) 可 积 函 数 f. 使 glz) = fo f(t)dt 不 处 处 可 微 . 
设 f(x) = sgnz, W f gon zr = 0 处 不 连续 , 所 以 它 在 任何 有 限 区 间 上 都 是 
(R) 可 积 的 . 又 


而 


f(z) = 


g(v) — / sgn tdt = |z|, 
0 


故 g TE x = 0 处 不 可 微 
注 我 们 有 如 下 的 命题 : 设 广 在 闭 区 间 [a,b] 上 (R) 可 积 , 而 
g(z) = C+ f roa 
为 f 的 不 定 积分 , 则 g 在 [a,b] PERETE f 连续 的 一 切 点 处 等 式 
g'(z) = jz) 
成 立 (参看 [7], pp.379 一 380). f9| 13 和 例 14 说 明了 在 函数 了 的 间断 点 处 , g 可 能 
可 微 也 可 能 不 可 微 


88 ， 实 分 析 中 的 反例 [4.16] 


15. 函数 f 和 g, 使 得 f 在 [a,b] 上 riui as ape SH (R) 可 积 ， 
而 在 (a,b) D ES fc f(z)g(z)dr = F(E) f, o(x)dx W £. 


1, O< FSI, 
f(x) = 
一 1， —l<zr<0, 


f f(x)g(x)dx = 0, T g(r)dr = 2. 


于 是 由 函数 f 的 定义 可 知 , 不 存在 € € (—1,1) 使 
T Flzjg(zjaz = FE) f. g(zydr. 


iE 我 们 有 如 下 的 积分 第 一 中 值 定 理 (参看 [7], pp.376—377): # f 在 [a,b] 
上 连续 , g 在 [a,b] EAE, 而 在 [a,b] E (R) 可 积 ， 则 在 (a,b) 中 存在 一 点 €, 使 
f(r)g(z)dr = f(E) " stan 
上 述 反例 说 明了 不 能 把 积分 第 一 中 值 定理 中 f 在 [a b) 上 的 连续 性 减弱 为 (R) 可 
putt. 
16. 函数 和 g, E [7 f(x)dg(x) 和 f^ f(z)dg(v) 均 存在 , 而 [^ f(x)dg(zx) 不 存 
Æ (a « c « b). 
在 区 间 [1,1] 上 如 下 定义 函数 fH g: 
0, -1£mr«&O, 0, -1£rrc«0, 
f(x) = g(x) = 
1, O<gs%si, ls Kx, 
则 f^. f(z)dg(z) 和 fo f(z)dg(x) 均 存 在 , 其 值 均 为 0. 但 是 , 积分 


1 
P f(x)dg(z) 
并 不 存在 ， Eyes : 和 在 z=0 有 共同 的 间断 点 (参看 [98]. pp.186—187). 
积分 万， f) )jdg(x) 的 不 存在 性 也 可 由 Riemann-Stieltjes 积分 的 定义 直接 验 
证 . 事实 上 , 如 果 1] 的 分 法 不 取 0 为 分 点 的 话 , 那么 必 有 i 使 得 wm < 0 rua. 


于 是 


则 


T.—1 


o = M FE) laler) — 9(0)] 


k=0 
中 只 有 第 i 项 等 于 f(E) 而 其 余 各 项 均 为 0 ( 因 ek repi 都 在 0 的 一 边 ). 所 以 
= f (&)[g(zi+1) — 9(2;)] = f(&). 
H 6; <0 £; 2 0 而 得 
og 二 0 或 o-l, 


由 是 , o 的 极限 不 存在 . 


[4.18] 第 四 章 Riemann 积分 - 89- 


BE 对 于 (R) 积分 , 我 们 有 如 下 的 命题 (参看 [7], p.375): dra cc «b, f E 
[a, c], [c, b] E (R) 可 积 , 则 f 在 [a,b] 上 也 (R) 可 积 , 并 成 立 
下 f(x) s= f f(x uc fr (z)da 
上 述 反例 表明 , 对 于 Riemann-Stieltjes 积分 而 言 , 相应 的 命题 并 不 成 立 . 
17. 函数 /和 g, 使 /* f(z)dg(z) 存在 , 但 改变 f 在 某 个 点 的 值 , /?”f(z)dg(z) 就 
不 存在 . 
在 区 间 [1,1] 上 定义 函数 f 和 g: 


d wu 
f(z) 21, TE li 


l; gn. 
易 见 , [^ f(z)dg(z) 存在 且 等 于 0. 现 改变 f 在 x = 0 的 值 为 2: 
2. w=; 
f(z) = 
Ll. us, 
则 因 f fW g Æ x= 0 处 有 共同 的 间断 点 , 从 而 
1 
J Foise) 
不 存在 . 


iE 对 Riemann 积分 而 言 , 改变 被 积 函 数 在 有 限 个 点 处 的 值 既 不 影响 它 的 积 
分 的 存在 性 , 也 不 影响 其 积分 值 . 上 述 反例 说 明了 Riemann-Stieltjes 积分 的 值 可 以 
因 变 动 函数 在 一 个 点 的 值 而 改变 , 这 种 积分 的 存在 性 也 可 能 受 这 种 变动 的 影响 . 


18. (0,1) 上 的 一 个 无 界 函数 ， 其 广义 (R) 积分 [o f(z)dz 不 是 对 应 的 积分 和 式 

Eico f(&i)Azi 的 极限 . 

我 们 考察 定义 在 (0,1) 上 的 函数 f(x) = |Inz|, 它 在 (0,1) 上 的 广义 (R) 积分 
存在 , 因为 

[ malde =- f ln rdx = - jm f In gdz = 1. 
然而 , 若 将 (0,1) 分 成 长 度 相 等 的 n 个 子 区 间 : | 
Ar; —l/n (i—0,1,-,n— 1), 

JC E67", tiS EE mui (11,2, ;n- 1), 则 显然 有 0 < £5 < 1/n. 

再 取 Eo = g 7^, 以 及 Ti € e 和 Tii (i c 1,2, UO, — lh 同样 有 0 « & < 
1/n. 

如 果 fo [nejde 是 和 式 377-9 SE) Ar 的 极限 , 则 应 有 

n-l n—l 
lim $7f(&)Az; = lim > FE Ari 


i—0 i1—0 


* 90 - 实 分 析 中 的 反例 [4.20] 


然而 ， 上 述 等 式 两 端的 和 式 中 有 一 项 相 异 : 
f(£))Axo = m me™|=1, FESAT = Žin d 7-3. 
因此 ， 


n—1 


,lim a > f(&)Ac, # lim Y f(E Azri. 


i=0 
由 此 可 知 , 广义 积分 fo f(z)dz 不 能 是 对 应 的 积分 和 式 并 ”0 f(E) Ar 的 极限 . 
19. (0,1) 内 的 一 个 单调 函数 f, 使 lim,, .~ 555, +f (E) 存在 而 f 并 不 广义 (R) 
可 积 . 
在 区 间 (0,1) 上 定义 函数 


则 


故 了 在 (0,1) 内 是 递减 的 , H. 
i —i k i — ",— 2k 
ba. E (5) z im. AAT kj — 0. 
然而 , f 在 (0,1) 上 并 不 广义 (R) 可 积 . 


注 vpn f 在 区 间 (0, 1) 内 单调 , 它 在 点 z = 0,z = 1 的 附近 不 必 有 界 ， 
那么 由 广义 (R) 积分 f f(z)dz 存在 可 推 知 


n=1 
1 k 
lim 3 -f (> 
Es kc n (5) 


n—1 
i2. (= J 1e»: 


(参看 [126], 中 译本 pp.53 一 54). 上 述 反 例 说 明了 它 的 逆 命 题 并 不 成 立 . 又 , 如 果 f 
在 区 间 (0, 1) 内 单调 ,在 z=0 或 了 =1 为 有 限 , 并 且 下 列 极 限 


n—1 
lim 2. S ) 
也 为 有 限 , 那么 广义 (R) 积分 fo f( mes 必定 存在 (参看 [126], 中 译本 p.54). Pl 
此 , 上 述 反例 也 说 明 re f 在 z=0 或 z=1 为 有限 的 条 件 是 不 能 去 
ifi. 
20. 收敛 而 不 绝对 收敛 的 广义 积分 . 
收敛 而 不 绝对 收敛 的 广义 积分 的 典型 例子 是 


十 ce 
sinc 
f da 
JT T 


也 存在 , 且 有 


[4.21] 第 四 章 ”Riemann 积分 -91- 


要 证 明 (777 nede 收敛 , 对 于 任意 的 s > n, 我们 有 (利用 分 部 积分 法 ) 


S sing 1 coss $ cos "TN 
Í " dr = : " 人 P da. (1) 
由 于 
—— < E (T € x «€ +00), 
而 广义 积分 [I de (绝对 ) licit, 由 此 推 得 +” sede AtS. 因 
此 当 s 一 十 oo 时 , (1) 式 右 端 各 项 均 趋 向 有 限 极限 , 所 以 
lim sinz,. 


存在 , 这 就 证 明了 [777 iede 收敛. 
AkWE (77 Snede 不 绝对 收敛 , 对 于 任意 的 正 整数 N, 我 们 有 


f |sinz| a Y I^ |sinz| yy 
— — da = — — dz 
T7 T n=l nr T 
NL 1 (n+1)r 
| | sin x|dx 
£4 (mt Tyr Jus 
QNA 1 L2 
= 一 |sin(u + n)|du. 
T n-cl 
n=} 0 


现在 
sin(u + nz) = sinu cos nz + cosusin nr = sin u cos mm. 
由 于 cosnr = +1, 这 说 明 |sin(u 4- nz)| = |sinu|. 因此 , Z& 0 <u <r, NU 
| sin(u + nz)| = sinu. 所 以 


NT ; N-—1 T 
| sin z| f: 1 / : 
————dr 2 -— sin ud 
f 化 s T 2. n+l 0 
Jr Lue (2) 
mb ali v k 


因为 级 数 YS 1 发 散 , 所 以 只 要 把 N 取得 足够 大 , 就 可 以 使 (2) 式 右 端 的 值 要 多 
大 就 有 多 大 . 这 一 结果 结合 (2) 式 , 就 证 明了 
“|sinz| 
Jim | a 


不 可 能 存在 , 因而 (757 edr 不 绝对 收敛 . 
21. 函数 上 A g, 使 f 广义 (R) 可 积 而 g AR, 但 fg 并 不 广义 (R) 可 积 . 
ik f(z) = sinz/z,g(r) = sing, W f 在 区 间 [m +00) 上 是 广义 (R) 可 积 的 ， 
即 广义 积分 
I = dis 


“92 - 实 分 析 中 的 反例 [4.23] 


收敛 (参看 例 20). 但 是 , 广义 积分 


+ sin? r 
——— dr 
s T 


而 对 任意 的 s > r, 有 


n coszad E jlsin2s — sin 27| < 1/2, 


X r — +o 时 , 1/(2x) 单调 趋 于 零 , 因而 由 Dirichlet 判别 法 (参看 [7]. pp.679— 
680), 广义 积分 [$T eos22 qz 收敛 . 另外 ， i. Ldr 发 散 ,所 以 三” sac sinte de 发 散 . 


注 容易 证 明 , 如 果 广 义 积分 ”f(z)dz 绝对 收敛 , 函数 g 在 [a, +00) 上 有 

界 , 那么 广义 积分 [I7 f(x)g(z)de 也 绝对 收敛 . 上 述 反 例 说 明了 在 这 个 命题 中 , 广 

义 积分 [177 f(z)dz 绝对 收敛 的 条 件 不 能 减弱 为 收敛 ， 

22. [0, +œ) 上 的 一 个 函数 , 它 在 [0, +0) 的 任何 有 限 子 区 间 上 取 正 值 、 有 界 、 可 
积 , 并 且 积 分 E C(f(r)?dr 当 a = 1 时 收敛 , 而 当 o 为 不 等 于 1 的 实数 时 
发 散 . 

设 {an} 是 一 个 正 数 序 列 , an < 1/2 (n = 1,2,…), 使 得 级 数 Y^ an 收敛 ， 

并 使 So al 对 8 < 1 发 散 . 例如 , 可 取 

1 
ün = ainn (n — 2,3,---). 
对 n = 1,2,3,:…，, 作 函数 


Os n—l£zr«n-ag 
(o | - 5 ii 


lla, mn-alxzzrc«n, 
这 里 a 是 任 一 小 于 1/2 的 正 数 . 注意 到 
f(x)dx < 2an, / (f(r))dx > 5a +a? [rq 
n—1 n—1 
可 见 函 数 f 具有 所 需 的 性 质 . 
23. 函数 f. 使 |f| 广义 (R) 可 积 而 f? 并 不 广义 (R) 可 积 . 
第 一 例 it f(x)=1/vVr penan 则 


à = 2, 
hi ym 
但 f] 1dz 发 散 . 


第 二 例 在 [1,--oo) 上 定义 函数 f: 
n?, n&rcnzcd p 
f(z) = 1 n m= 2 
0, nt-;&r«ndl, 
n 
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N+1 N 1 
/ f(x)dx = Dn n = > aP 
4 N 5 -oo 时 , $52. 4 s 收敛 , 因而 广 AUF fU © f(x)dx 收敛 . 但 是 


N41 
secs iA em 
ki F (x)dz — Ie E N, 


n=l 


所 以 
N+1 
lim / P (x)dz = +o, 
六 一 十 co Ji 
即 广义 积分 [+ 2(z)dz Xi 


注 人 f, g f£ [a,b] E (R) 可 积 , 则 fg 在 [a,b] Eti (R) 可 积 , 上 
述 反 例 说 明了 对 于 广义 (R) 积分 而 言 , 相应 的 命题 并 不 成 立 . 
24. [1, +œ) 上 的 一 个 函数 f, 使 f? 广义 (R) 可 积 而 |f| 并 不 广义 (R) 可 积 . 
设 ftz) = l/zi, 1 <x « --oo, 则 


f iy = f P —. 
但 广义 积分 i Adr 发 散 . 
iE 例 23 中 的 第 二 例 和 例 24 说 明了 对 于 无 穷 限 广义 积分 , 平方 可 积 性 和 绝对 
可 积 性 互 不 相关 . 
对 于 有 限 区 间 上 的 无 界 函 数 的 广义 积分 , 平方 可 积 的 函数 一 定 是 绝对 可 积 的 ， 
这 可 由 不 等 式 


Gy « LP 


得 到 . 例 23 中 的 第 一 例 说 明了 它 的 逆 命 题 并 不 成 立 . 
25. 在 [1, +00) 上 广义 (R) 可 积 的 正 值 连续 函数 f, 使 lim + f(x) #0. 


在 各 整数 n > 1, 4 g(n) = 1, 在 闭 区 间 [n n,n] 和 [nm + n? 的 内 部 ， 
定义 g oni 而 在 区 间 的 非 整数 端点 , g 取 0. 最 后 , TE x 2 1i g(x) 尚未 定义 


1 
f(z) = g(s) - -zz 
当 x > 1 BHÉIE(GES H. 
Too Too 十 co 1 ce 1 
f f (ejda = Í g(x)dx + | -zdr = Hj» ~ Fi«eo, 
1 1 Jo Z Ar 
即 f E [1, +00) 上 是 广义 (R) 可 积 的 . 但 是 , 等 式 
„ip f) =0 
并 不 成 立 . 


-9A - 实 分 析 中 的 反例 [4.28] 


注 可 以 证 明 , 如 果 f 为 [a,+o0) 上 的 一 致 连续 函数 , 并且 广 义 积分 [I7 

f(z)dz 收敛 , 那么 
um f(x) = 0. 

上 述 反 例 说 明了 在 这 个 命题 中 , 函数 的 一 致 连续 性 不 能 代 以 正 值 连 续 性 . 
26. 广义 积分 [od f(x)da 收敛 而 在 每 个 区 间 [a, --oc)(a > 0) 上 f(x) 是 无 界 、 非 

负 连 续 函 数 

ERX f: x= n (n > 1) Bf, f(z) = n; 在 闭 区 间 [n—n 2, n] fI n, nn] 
的 内 部 , 定义 f 是 线性 的 ; 而 在 区 间 [m n, n] 和 [nm 4- n7] 的 非 整数 端点 , f 取 
0. 最 后 , TE z > O m f(z) 尚未 定义 的 点 , 规定 f(x) 的 值 为 0. 于 是 , f 为 (0, +oco) 
上 的 非 负 连续 函数 . X 


too oe 


J0 E ET 
即 f Æ (0,--oc) EJ X (R) 可 积 . 然而 对 于 任意 实数 a » 0, f Æ [a, +20) 上 
AUR. 
27. 一 个 有 理 函 数 R， 使 对 任何 在 (一 00, 十 co) 上 广义 (R) 可 积 函 数 f, WA 
J Z JIR(zldaz = fZ f(z)dz. 
这 个 问题 是 由 P6lya 提出 并 由 Szegő 解答 的 . 细节 可 参看 ,Jber. Deutsch. Math.- 
Verein. vol.40 (1931), p.81 及 vol.43 (1934), pp.17 一 24. 


28. Cauchy 主 值 为 有 限 的 发 散 广义 积分 . 


广义 积分 Pe 
r xdr 


a 
lim rdr = 0. 
a— +00 cud 


发 散 , 但 它 的 Cauchy 主 值 是 


0. 引言 . 


本 章 所 考虑 的 数 项 级 数 都 假定 为 实 级 数 , 即 由 实数 项 组 成 的 无 穷 级 数 . 对 于 数 
项 级 数 


oo 
ài d2 aye M ar, 
k=1 


4 


Sn = 414-42 +--+ anr, 


fi limn_.w sn = s 存在 且 有 限 ， 则 称 级 数 Dakr Hah, FE s 为 级 数 
YE. 的 和 , 记 作 


在 相反 的 情形 , 就 称 级 数 Yo ;ak HERK. 
RRO ar 叫 作 非 负 的 或 正 项 的 , 如 果 对 于 每 个 ,分 别 有 aj > 0 2X a > 0. 
就 非 负 级 数 而 言 , Pour, ax < 十 co 意味 着 级 数 收敛 , 而 Y rax = oo 意味 着 级 
凡 正 负 项 相间 的 级 数 , 也 就 是 形 如 
ai = azt aa = a4 er (1) t'as ee (än > 0jn= 1,2,4) 
的 级 数 , 称 为 交错 级 数 . 


: 96 * 实 分 析 中 的 反例 [5.0] 


对 于 交错 级 数 , 有 下 面 的 简单 定理 . 

Leibniz 定理 ”如 果 一 个 交错 级 数 (一 1)"Tiay (an > 0,n — 1,2,---) 的 
项 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(i) 单调 减少 , B anyi < an (n= 1,2,.…), 

CH) Ims ves Qn = 0, 

则 级 数 > > (—1)"*!a, 收敛 . 

级 数 ve ian 称 为 绝对 收敛 的 , 是 指 级 数 > |an| 收敛 . 显然 , 这 时 级 数 
> ”on 也 收敛 . 着 级 数 S0. an 收敛 而 级 数 > > jan] 发 散 , 则 称 级 数 YO] an 
是 条 件 收敛 的 . 

形 如 E 

|» ug(x) = ui(r)-4 ua(x) +--+ unlr) +- 


n=1 


的 级 数 , 称 为 函数 项 级 数 , 这 里 级 数 的 项 wi (x), u(t) ,un (Zz),.… 都 是 某 个 变量 
的 函数 . 使 级 数 07 un(a) 收敛 的 z 值 的 全 体 所 成 之 集 叫 作 此 级 数 的 收敛 域 , 而 
Fi eR 


为 函数 项 级 数 S TS Vus (a) 的 和 , 其 中 ac 属于 这 个 级 数 的 收敛 域 . 
ERR f 在 点 zo 有 各 阶 有 限 导数 , 我 们 称 级 数 


(n) 
rem Ge s= Fo)" 


n! 
为 了 在 ro 点 的 Taylor A X. "在 实际 应 用 中 ， 为 了 简单 起 见 , 往往 取 zo = 0. 这 时 
的 Taylor 级 数 


a EO 2 ,,.. 


f(0) + a 


PRJ Maclaurin 级 数 . 
本 章 的 某 些 例子 还 将 涉及 无 穷 乘 积 . 
对 于 一 个 数列 
P1, P23% Pns’ 
将 这 一 列 数 连 乘 起 来 , 用 记号 TT 表示 如 下 : 
p: = -II Dn 
称 为 无 穷 乘积 . 如 果 将 数列 {pa} 中 前 n AGERE, 得 到 
P, = = py p2- -TI Dk. 


称 已 ,为 部 分 乘积 . S Gat; 就 得 到 部 分 乘积 的 序列 
PP, TI 


[5.3] 第 五 章 ”无 穷 级 数 - 97- 


对 于 这 个 序列 (P,), 只 可 能 有 下 面 三 种 情形 : 
G) 存在 非 零 的 有 限 极限 liny,_,w P, = P (z 0), 
(ii) 极限 为 零 lim, sss Ph = 0, 
(ui) 发 散 , 即 不 趋向 任何 有 限 极 限 . 
在 第 (1) 种 情形 下 , 称 无 穷 乘 积 


JI Dn 
nl 
为 收敛 的 , 并 称 极限 值 P 为 这 个 乘积 的 值 , 记 为 
P=p pge Py mei = J [p 
n=1 
而 在 第 Gi), (i) 种 情形 时 , 称 此 无 穷 乘积 为 发 散 的 . 
无 穷 乘积 T Ioa pn 称 为 绝对 收 化 或 条 件 收 化 的 , 如 果 级 数 ,Inpn 为 绝 
对 收敛 或 条 件 收敛 , 其 中 no 是 某 个 > 1 的 正 整数 . 
有 关 无 穷 级 数 和 无 穷 乘 积 的 更 多 的 材料 , 可 参看 [7], [28] 和 [98]. 
1. 一 个 收敛 级 数 77 an, 使 o a2 发 散 . 
取 an = (—1)"^/ n, 则 级 数 77. , an 收敛 ,而 级 数 
oo l oo 1 
2 2 
2. an m 2. n 
注 容易 证 明 , 若 级 数 77 an 绝对 收敛 , 则 77 a2 必定 收敛 , 上 述 反例 
说 明了 在 这 个 命题 中 , 不 能 把 绝对 收敛 减弱 为 条 件 收敛 . 
2. 一 个 发 散 的 正 项 级 数 77 an, 使 77 a2 收敛 . 
取 an = 1/n, 则 级 数 EC 1/n 发 散 而 Y», 1/n? 收敛 . 
注 ”如 果 正 项 级 数 77 an 收敛 , 那么 级 数 Yos a2 也 收敛 . 上 述 反例 说 明 
了 它 的 逆 命 题 并 不 成 立 . 
3. 一 个 发 散 级 数 i an, 使 对 每 一 上 > 2, 级 数 > Sas 都 收敛 . 
4 an = l/(nlnn) 则 级 数 


发 散 . 但 对 每 一 上 > 2, 级 数 


收敛 . 


- 98- 实 分 析 中 的 反例 [5.7] 


4、 一 个 收敛 的 正 项 级 数 Y an, 使 YT Vas i 发 散 . 
取 an = 1/[n In?(n 4- 1)], 则 级 数 
Cs 1 
d ccs 


P nhi a+ 1) 


Van 
-> n m. 41) 


收敛 . 但 级 数 


注 如 果 正 项 级 数 Y an WA, 那么 由 不 等 式 
Vas _ c. 1 
x nP s 2 (Xe Xu 
可 知 , 当 > 1/2 时 ， 级 数 3a vas/n? 收敛 . 上 述 反例 说 明了 当 p < 1/2 时 , 这 
个 结论 不 再 正确 . 
5. 一 个 发 散 级 数 HP Gn; 使 a sp 25) 收敛 . 
取 an = (—1)^, 则 级 数 $777 an A, 由 于 az 1 +a = 0 (7 三 12…)， 
因而 级 数 i (Qan— LI azn) WME. 
注 容易 证 明 , 如 果 级 数 Y Lau 收敛 , 那么 级 数 Y? (assa + azn) 也 收 
SX, 且 其 和 相等 上 述 反例 说 明了 它 的 逆 命题 并 不 成 立 . 
6. 级 数 77 an KKH lim, iuo 如 /an — 1, 而 级 数 E, bn 却 发 散 . 


取 an = (-1)^/ fi b, = (71) / Vni + 1/n, 易 知 级 数 并 "2 an 收敛 , E 
(0^, 1 


=A de n 
lim vn D 1+ lim cu ex]. 
n—oo (—1)^ noo Vn 
yn 
但 是 ， 级 数 
b. = = TL MA 
e > got à 


ABO SS A MR CER HT ER ARREN. 

注 容易 证 明 , 如 果 709 an 是 收敛 的 正 项 级 数 , 则 当 limno bn/an = 1 时， 
Y bn 也 收敛 ,上述 反 例 说 明了 在 这 个 命题 中 , 777 an 为 正 项 级 数 的 条 件 是 去 
不 得 的 . 

7. 任 给 一 个 发 散 的 正 项 级 数 DO ，an， 可 以 找到 一 个 收 剑 于 零 的 正 数 序列 {cn}, 
使 377 cnan 仍然 发 散 . 
设 并 se an 是 一 个 发 散 的 正 项 级 数 , 令 


Sn = Ci +F a2 F -= # Gns 


[5.8] 第 五 章 x85 - 99- 


我 们 先 证 明 级 数 


oo 
E» Sk+1 一 Sk 


k=] Sk+1 


发 散 . 因为 序列 {s} 发 散 于 无 穷 大 , 故 对 任意 的 正 整 数 m, 可 以 取 正 整数 n, 使 
Sn41 > Deo X, 序列 ise. 1 是 是 单调 递增 的 ， 因此 


TL 
k» Sk+1 一 Sk 2 Y Sk+1 — Sk _ 8n41 — 8m 


S D 
a k+1 kom n4l Sm 十 1 
1 
Sn+1 一 DSntl 1 
occorre Er 
Sn--1 < 


即 对 任意 正 整 数 m, 存在 正 整 数 n, 使 


^. d E 1 
Sk--1 — Sk 
ed OK zu 


k= Sk+1 2 
一 771 
这 表明 级 数 
oo 
HA Sk+1 一 Sk 
k-1 Sk+1 


部 分 和 不 能 形成 Cauchy JF », 从 而 


Y Sk+1 — Sk — to 


Sk 
FE k+1 
fH Sk+1 — Sk = Qk41: 因此 
oo oo 
Yun cy t s, 
Sk S 
gai k+1 k—2 k 


HC ck = 1/sk, W k — oo Hf ck — 0, H Dga ckak = +00. 
注 这 个 例子 特别 证 明了 无 论 一 个 正 项 级 数 > an 怎样 慢 地 发 散 于 无 穷 大 ， 
总 会 有 一 个 正 项 级 数 S7 ;cnan 比 它 发 散 得 更 慢 . 
8. 任 给 一 个 收敛 的 正 项 级 数 ^. an, 可 以 找到 一 个 收敛 于 零 的 正 数 序列 {cn}, 
使 站 | an/cn 仍然 收敛 . 
令 fa = Drony lk €n = Yin + Vra, 因为 级 数 Dna an 收敛 , 故 有 


lim eg — D. 
EB Y as [os WSA. 为 此 , 令 
-Z ak i —fTk - mae 
nD Ck Qm 1c VTk -2/ "i-r =N kh 
m n >m 时 
|Sn 一 sm| = 5 (/rk-1 — Vrk) = Yrm — Vrn 0 (m,n — oo). 


k=m+1 


据 Cauchy 收敛 准则 , 知 级 数 3777, an/cn MSA. 
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注 这 个 例子 特别 证 明了 无 论 一 个 正 项 级 数 让 
一 个 正 项 级 数 S 7 an/cn 比 它 收敛 得 更 慢 . 

例 7 和 例 8 使 我 们 得 到 这 样 的 有 原则 性 的 断言 : 任何 收敛 (发 散 ) 级 数 不 可 能 
作为 建立 跟 此 级 数 相 比较 的 另 一 级 数 的 收敛 性 (发 散 性 ) 的 比较 法 的 万 能 的 工具 . 


EIE lim, o bn = 0 的 正 数 序列 {bn} 有 一 个 正 项 发 散 级 数 77 an, 适合 
ima ,~ Anf b. = =0. 
从 {bn} 中 选取 不 相 邻 项 的 子 序列 {bn}, 使 得 limo = 0, 然后 设 
de = —1,2,... 至 于 每 个 其 他 值 的 m :7 三 mayma mj, BE am, = 
1/j. TÆ, 当 n 一 oo 时 an — 0,57] an 发 散 , X k — oo 时 a4, /bs, = bs, — 0, 
所 以 s Qn /bn = 0. 

注 这 个 例子 特别 证 明了 无 论 一 个 正 数 序列 {bn} 怎样 快 地 收敛 于 零 , 总 有 一 
个 足够 慢 地 收敛 于 零 的 正 数 序列 {an} 以 确保 级 数 E Las 的 发 散 性 , MH. {an} 
还 有 一 个 子 序列 比 {bn} 的 相应 的 子 序列 收敛 于 零 更 快 . 


10. 给 定 使 lim, _,, b; —0 的 正 数 序列 {bn}, 有 一 个 正 项 收敛 级 数 TE an, 适 

fr lima 2550504 = 469. 

XXE {bn} 的 一 个 子 序 列 (b, 28. 使 得 对 于 各 正 整数 k, 都 有 bn, < k7’, 然后 
令 ünk — k”, k= — I. 2,5 . 至 于 其 他 值 的 n, ix ün 一 n72. 于 是 med Qn < Coo, 
又 当天 一 oo 时 ， 一 十 co, 从 而 lim, sos an /bn = +00. 

注 ”这 个 例子 特别 证 明了 无 论 一 个 正 数 序列 {bn} A FETREBUICSICT AE, 总 有 一 
个 足够 快 地 收敛 于 零 的 正 数 序列 {a} 以 确保 级 数 Y Las 的 收敛 性 , 而 且 {an} 
还 有 一 个 子 序列 比 {bn} 的 相应 的 子 序列 收敛 于 零 更 慢 . 

11. 给 定 一 个 满足 im, o cn = 0 的 正 数 序 列 {cn}, 有 一 个 正 项 收敛 级 数 T n 

和 一 个 正 项 发 散 级 数 | Aut bn, 能 使 an/bn = cs. 

选 定 {cn} 的 一 个 子 序 列 igi 使 得 对 于 正 整 数 k, 都 有 Cn, < k 2, 08 
Fia. = Cin bas = Lk = 1,2. 至 于 每 个 其 他 值 的 nw, Ut a, = n7? bn = 
(n?c,) 7! . TE, Yi ;an 收敛 ， 由 于 lima sse bn z 0, 所 以 > bs 发 散 , 而 且 
n/n = c4, — 1,2,: 

HE xí ABBAS AURI PASE M EBON {cn} 怎样 慢 地 收敛 于 零 , 总 存在 
这 样 两 个 正 项 级 数 , 一 个 收敛 , 另 一 个 发 散 , 而 它们 第 n 项 的 比值 就 是 cn. 

12. 任 给 正 数 。 可 以 找到 一 个 正 项 级 数 DS, an, 使 对 任何 正 数 o (0 < 0 < s), 

都 可 以 用 一 个 无 穷 子 级 数 来 表示 : pom Qm, =O. 

先 作 一 个 收敛 于 s 的 级 数 

ai +a +--+ an tS, 


nci0n 怎样 慢 地 收敛 , 总 会 7 


pou an = 0 H lim 


üg, = B2 
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使 其 项 满足 不 等 式 
aı 之 Q2 之 a3 之 ， 
0< an € àn.1 F Qn42 + Qna Fo; n=1,2,.…. 
iu 
an d Qn1 t't d ante — Sn, n —51,2,3,:-:; D —0,1,2,*-- 


Jim s, = Sns WC lds 

假定 an， 是 满足 an, < c 的 第 一 项 , 则 或 者 存在 vi, 使 Sn < osn mr+l 2 05 

vi 2 0; 或 者 有 sn, « c. 在 第 二 种 情形 , 由 于 sn, > an 3 2 o, 因此 有 sn, — o CH 
ni = 1 时, 这 意味 着 s1 = s > o), Hl o 可 以 用 一 个 无 穷 子 级 数 表示 . 在 第 一 种 情 
况 , 我 们 确定 满足 na > ni +r 与 sm 十 ans < 的 第 一 项 an. 则 或 者 存在 vo, 
满足 sn wm 十 Snzvz < O, Sni vi + Sna, n41 2 0, V2 > 0; 或 者 Sni 十 sns So 在 第 
二 种 情形 , 我 们 有 snin 十 sns = 0, 这 是 因为 sw wm + Sn; 2 Sni Fam -1 2 0 ( 因 
sn 十 atHnhH = Snit 2 0, BE n2 > ni d vi +1), 即 o 又 可 以 用 一 个 无 穷 子 
级 数 表示 . 如 果 这 个 过 程 永 不 终止 (如 果 在 每 一 步 总 出 现 第 一 种 情形 ), 则 

P — span F Sagan A. nga Tn 


注 ”如果 V an 满足 条 件 : 


a; — 1/2, Qn = Qn41 d 442 Qn3 T7, n —1,2,-.., 
那么 例 12 中 的 每 个 o, 仅 能 用 一 个 无 穷 子 级 数 来 表示 , 事实 上 , 从 关系 式 
an = Qn+l 十 Qn+2 + n3 H't, Gnd 三 Qn+2 十 Qn+3 十 1 


推出 an = 205,41, 因此 al = 1/2, a2 = 1/4,… , as — 1/2”,… ,这 种 无 限 二 进位 小 
数 的 表示 法 是 唯一 的 . 


13. 一 个 正 项 级 数 , 使 任何 正 有 理 数 都 是 它 的 有 限 个 不 同 项 之 和 . 


调和 级 数 T i 
bs dose dean 
具有 所 需 的 性 质 . 事实 上 , 设 A, B 是 正 整数 , 则 由 此 级 数 的 发 散 性 , 存在 唯一 的 非 


负 整 数 Tio; 使 


(325-5 1 EO, 而 当 no 2 11H 7*9 5 理解 为 77, 1). 若 等 式 成 立 , 则 已 得 到 
所 需要 的 表达 式 . 故 设 


此 时 , 4 79,1 € < L.X ni 为 满 是 Ls < 


j=0 j 


< d. 的 唯一 的 正 整 数 . 


Sia 
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再 设 不 等 式 成 立 (否则 问题 已 解决 ), 并 令 
C 1 


D mu zu 


^3] t 


但 
E C(m+1)—D s > 
P pnma C(ni+1)-D<C, 


因此 , E/F 为 最 简 分 数 时 必 有 E < C. 由 于 
E 1 


F » ni(ni 十 1) 
故 满足 1/(n2 +1) < E/F < 1/ng 的 唯一 的 正 整数 nao 也 必 满 足 na > ni. 在 有 限 
步 后 , 我 们 必然 得 到 所 要 求 的 表达 式 , 因为 , 即使 在 前 面 各 步 得 不 到 , 也 一 定 会 在 所 
导出 的 分 数 的 分 子 为 1 时 得 到 . 
14. 通 项 趋 于 零 而 发 散 的 交错 级 数 . 
设 a>0,b>0 且 a 关 b, 考察 下 列 交错 级 数 

a 8,5 bu 

1 92 35$ 4 ` 
易 见 , 该 级 数 的 通 项 趋 于 零 ， 设 该 级 数 的 第 n 部 分 和 为 Sn, 收敛 交错 级 数 O C 
(一 1)"-! 士 的 第 nn 部 分 和 为 TT,, 其 和 为 T, 调 和 级 数 沁 二 的 第 nn 部 分 和 为 Ui, 则 


n-—lm 
S, 2 b 42 b m" a 
7 q 39 3 J 2n—1 2n 
Pop dd rau 了 1 
zz q Mer. MER b 5 EI 
"ut 9 3 4 2n—1 2n 4 2n 
— b 
= A Ton 不 Un 
s a b z a P e Pe a b " a 
2n+1 1 2 3 4 2n — 1 2n  2n-41 


ü l : 十 T a ] : ES 1 
711 3^3 4 2n-1 2n 2n41 
1 1 1 
-F(a — b) (5^ itx) 
,— b 
= QaT55 41 A na Up 
因为 lim; 55 T, = T, mass Un = +00, 所 以 i a>b 时 ， 
lim Sən = lim 5S54,,1 = +00, 
从 而 


lim S, = +00. 


而 当 w < b 时， 


lim 554, = lim $54,,1 = —oo, 
n— o0 TL— oo 


从 而 


lim Sn = 一 2o. 


noo 
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因此 , 该 交错 级 数 发 散 

注 上 述 反例 说 明 关 于 交错 级 数 的 Leibniz 判别 法 中 , 通 项 的 单调 性 这 一 条 件 
是 不 能 去 掉 的 . 
15. 一 个 发 散 级 数 os, 其 部 分 和 序列 有 界 且 lim, ,san = 0. 


令 {an} 为 
1 6€ d 1 


则 limno an = 0, 且 对 每 一 n, 都 有 0 & l; 其 中 
Sn = 01 + 42 d- ^ o- OG. 

然而 , 由 于 (su) 中 有 无 穷 多 个 sn 取 值 为 0 又 有 无 穷 多 个 sn 取 值 为 1， 因 而 
lim, ,= sn 并 不 存在 , 即 级 数 S777 an 发 散 . 

E ”如 果 级 数 E an 收敛 , 那么 其 部 分 和 序列 有 界 且 limno an —0. EXE 
反例 说 明了 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 . 
16. 根 检 法 失效 的 级 数 . 

对 于 非 负 项 级 数 77 an, 根 检 法 陈述 为 (参看 [98], 中 译本 pp.56 一 57): 给 
定 非 负 项 级 数 | an, 令 

c= im ün: 

DU 

(i) e< 工时 Ei an 收 全 

(i) c> 1i} $77 ,a4 发 散 ; 

(ii) c= 1 时 此 法 失效 . 

考虑 级 数 

Lu ll 
— n ad n? 

它们 都 有 c = 1, 而 第 一 个 级 数 发 散 , 第 二 个 级 数 收敛 , 这 说 明 在 c = 1 的 情况 下 ， 
根 检 法 失效 . 
17. 比 检 法 失效 的 级 数 . 

对 于 正 项 级 数 S777 Lau, 比 检 法 陈述 为 (参看 [98], 中 译本 pp.57 一 58): 

(i) 34 Imno SE 之 1 时 77 as 收敛 ; 

(ii) 当 对 n 2 no 有 9225 > DHT an 发 散 , 这 里 no 是 某 个 确定 的 正 整数 ; 

(ii) 当 lim, ,,, SA < 1 < lim, oo 号 二 时 此 法 失效 . 

级 数 So Li HD 沁 %| 十 也 可 作为 比 检 法 失效 的 正 项 级 数 , 因为 当 n 一 oo 
它们 都 有 any1/an 一 1, 但 第 一 个 级 数 发 散 , 第 二 个 收敛 ， 
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注 比 检 法 用 起 来 常常 比 根 检 法 容易 , 但 根 检 法 适用 范围 更 广泛 . 一 旦 比 检 法 
给 出 收敛 的 结论 时 , 用 根 检 法 亦 然 ; oe 比 检 法 也 失效 . 这 是 因为 有 下 
述 一 般 的 事实 : 对 任意 正 数 序列 {on Jae -1 有 
< lim Ven 


元 一 CC 


Cm 
lim 
n= Cn 


及 
lim Ve < lim LR 
7 一 "OO 7 一 CO Cn 
对 级 数 当 十 寺 十 喜 十 吉 十 吉 十 吉 十 去 十 京 十 … ,上 述 两 个 不 等 式 为 
1 1 
0< 一 和 一 < 十 co. 
3 V2 


对 这 个 级 数 , 由 根 检 法 知 收敛 , 而 比 检 法 失效 . 
18. lim,_,w。Wan 存在 而 limn an41/an 不 存在 的 正 项 级 数 > as. 


由 于 lim, ,4,2* = 1, m 


故 | 
lim (=) á =i. 
n—oo 2 
由 此 得 到 
. .  1LfSc(-0DYt 1 
m Vm m) = 
但 是 
lim Un41 = lim 1 34 (-1r** 
noo An 二 noo 2 34 (—1)" 
并 不 存在 . 
注 若 lim。.。 an+li/an 存在 (a > 0), 则 lim, L4; Vas 也 存在 且 有 
lim. iia = Jim Qn41/0n 


n= 


(参看 例 17 的 注 ). 上 述 反 例 说 明 IS 这 个 陈述 术 反 过 来 是 不 正确 的 . 
19. 两 个 收敛 级 数 , 其 Cauchy 乘积 级 数 发 散 . 

两 个 级 数 Y77 ,an 和 并” sb. 的 Cauchy 乘积 级 数 定义 为 级 数 ”0 Cn: 
其 中 


n 
Cn = Y Lakbs ie. m= 0, 1,2, -- 


人 一 0 
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W Y ga 和 5. 为 两 个 相等 的 级 数 : 
à, = ba —(-1)"/Vn-1, n-20,,2,-.. 
于 是 , 根据 交错 级 数 的 Leibniz 判别 法 , 377 oan 和 DO ob, WS. 但 是 ， 
T 


én = (—1)" OR NERIS 
i-o Vn —k4- 1) 4-1) 
LI 2 2 2 
(n — k 4 1)((k-- 1) — (3+1) " (5-4) « (51) 
所 以 


因此 , Cauchy 乘积 级 数 $777 5 cn 发 散 . 
注 关于 Cauchy 乘积 级 数 有 如 下 的 Mertens 定理 (参看 [141], 中 译本 p.74): 
如 果 级 数 oo oan KAF A, 又 如 果 77 obs KAF B. 并 且 这 两 个 级 数 当 中 至 
少 有 一 个 绝对 收敛 , 那么 乘积 级 数 汪汪 ,cn 收敛 于 AB. 上 述 反 例 说 明 在 Mertens 
定理 中 , 两 个 级 数 当 中 至 少 有 一 个 绝对 收敛 这 个 条 件 是 去 不 得 的 . 
20. 两 个 条 件 收敛 级 数 , 其 Cauchy 乘积 级 数 绝对 收敛 
Davies 和 Weinman [63] 提出 下 列 问 题 : 两 个 条 件 收 敛 级 数 的 Cauchy 乘积 级 
是 否 有 可 能 是 绝对 收敛 的 ”Owens0221 给 这 个 问题 以 肯定 的 回答 perdo ig 
如 所 周知 , H 6 < 1 时, 对 任何 m, 函数 (1 + 2)" 的 Taylor 级 数 是 绝对 收敛 
的 . 若 —1« m « 0, M t= 1 时 ,相应 的 级 数 条 件 收敛 ; 而 当 上 = 一 1 时 , 它 发 散 . 
由 此 可 知 , 级 数 


和 
g(z) = (1— x4 z?)(1-4- 3?) V? = NT 


n-0 
当 |z| < 工时 绝对 收敛 , 而 当 x = 1 BEARES, 即 级 数 Yo oa, 和 ^, obs 都 是 
条 件 收 敛 的 . 
因为 对 任意 的 z, 恒 有 f(x)g(x) = 1, 所 以 co = 1.6, =0 (n = 1,2,---), 其 中 
Cn = Qobn 十 Qlp 1 十 … 十 anbo. 
可 见 级 数 SO o cn 绝对 收敛 . 


21. 两 个 发 散 级 数 , 其 Cauchy 乘积 级 数 绝对 收敛 . 


oc oc 3 n oo oo 3 n—l 1 
Xen). EeexG) (mw) 
n=0 nl n=0 n=l 
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由 于 这 两 个 级 数 的 通 项 都 不 趋 于 零 , 因而 它们 都 是 发 散 级 数 . 
Tr Dr-o an 275-9 Un = Ponco Cn. M 
Cn = agb, + @ibn—-1 +--+ anbo 


Q^ E O Ea) 
63-0 


故 


等 式 右边 是 公 比 为 3/4 的 等 比 级 数 , 故 为 绝对 收敛 级 数 . 
22. 一 个 发 散 级 数 DO, an, 使 当 p= 1,2,3,- 时 , lima ces (angi Fango t+ 
an+p) = 0. 
调和 级 数 并 se 1/m 是 发 散 的 , 但 是 
p 
1 p 


0 « ariä Fass PLE < m 
k=1 À 


故 
Jim Y anges U. 
k—l 
ik 我 们 知道 , 级 数 YT an 收敛 的 充 要 条 件 是 
im. (andi 十 aa+2 十 …: 十 am) 一 0 (n < m), 
这 里 , n,m 各 自 独立 地 趋 于 无 穷 大 , 上 述 反例 表明 , 当 n,m 不 是 独立 地 而 是 相关 地 
(m. 随 n 趋 于 无 穷 大 而 趋 于 无 穷 大 ) 趋 于 无 穷 大 时 , 由 
,Lian (anyi -F ana ++i H amu) — 0 
推 不 出 级 数 YT Las 的 收敛 性 ， 
23. 具有 发 散 重 排 的 收敛 级 数 . 
任何 条 件 收敛 级 数 并 se an 的 项 都 可 以 重 排 而 给 出 发 散 级 数 或 重 排 后 其 和 为 
事先 指定 的 任意 数 . 事实 上 , EL an 的 非 负 部 分 与 负 部 分 分 别 为 Y Pr 与 
327 1a. 因为 EL los] 发 散 , CT pn 与 osa qn 也 都 发 散 , 设 c 是 任意 
(有 限 ) 实数 . 我 们 如 下 地 确定 重 排 : 先 放置 项 
Ppi 十 D2 +t + Pmi 
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直至 此 和 刚 超过 c, 然后 接 项 
gl 十 92 +e + qn 

直至 整个 部 分 和 刚 小 于 e. 然后 再 接 上 项 

Pmi+1 Pmi42co Pm; 
直至 整个 部 分 和 刚 超过 c. 然后 是 

Qni41 十 gmni+2 T^^ dn, 

直至 整个 部 分 和 刚 小 于 c, 如 此 继续 . 上 述 各 步 都 可 行 , 因为 E, pn 与 YS a da 
是 发 散 的 . 由 于 nn 一 oo 时 p, — 0, qn — 0 (因为 nn 一 oo 时 an — 0), 而 重 排 后 
级 数 的 部 分 和 与 c 的 差 的 绝对 值 始终 小 于 数列 (ps ) oe, 的 某 一 项 , 或 者 小 于 数列 
fanl} 的 某 一 项 , 故 这 样 得 到 的 E an 的 重 排 级 数 收敛 于 c. 

为 了 看 到 存在 YT as 的 重 排 使 其 部 分 和 发 散 于 +00, 我 们 考虑 S, an 的 
这 样 的 重 排 : 交错 地 放置 一 组 正 项 和 一 个 负 项 . 由 于 级 数 $77 pn 发 散 , 它 的 部 分 
和 无 界 , 故 可 取 充 分 大 的 m 使 

pi 十 D2 十 …: 十 pm > 工 一 0 
然后 取 ma > m, 使 
pi Fpa t e+ Pm tct Bras > 2—= 0 = /gos 

一 般 地 , 可 取 充 分 大 的 my > mpi, 使 

Pi + pacc Pn. jo 一 和 一 :一 和 (ko 3,4), 
因此 , 交错 地 放置 一 组 正 项 和 一 个 负 项 的 级 数 

pi 十 … 十 pml 十 91 十 Dra+Hli 十 十 Do 十 g2 十 Drmo+l 十 
显然 是 发 散 的 , 它 的 第 k 个 部 分 和 

Dict Pm, tT + Pm, + dk 

类 似 地 可 得 到 S77 an 的 发 散 于 —oo 的 重 排 . 

例 23 所 述 的 排 法 就 是 著名 的 “Riemann 重 排 定理 ”. 

iE Sierpiński 149) 曾经 指出 , 如 果 $77 an 是 条 件 收敛 级 数 ,， 其 和 为 s, 又 
s! < s, 那么 , 经 过 某 种 只 涉及 正 项 的 重 排 ( 负 项 留 在 它们 原来 的 位 置 ), 重 排 后 的 级 
数 以 s^ 为 和 . 类 似 的 陈述 可 用 于 s” > s, 并 且 重 排 只 涉及 负 项 . 这 显然 是 “Riemann 
重 排 定理 ”的 一 种 推广 . 

24. 存在 一 个 发 散 级 数 , 用 重 排 不 可 能 加 快 其 发 散 程度 . 

设 Y an 是 发 散 的 正 项 级 数 , 满足 an > an+l,m = 1,2, , 则 对 任意 正 整 

数 序列 
0Ü«m;«moa«-:-«mmgacx«-:c, 


恒 有 


mizi, mg Z2, “+a Mn 2n, 
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因此 
üj-r gd Z Ug, T my d Om, 
由 此 可 知 , 用 任意 的 重 排 都 不 可 能 加 快 $7 as 的 发 散 程度 . 
25. 存在 一 个 发 散 级 数 , 用 重 排 可 以 任意 减 慢 其 发 散 程度 . 
BY an 是 一 个 通 项 趋 于 零 的 正 项 发 散 级 数 , 令 
Sn = 01 二 Gg 二 "Gn 
则 limno sn = +. 任意 取 序 列 {bn}, 适合 
b) «ba «o mb Ry Jim b, = +00. 
我 们 只 要 证 明 , 存在 重 排 级 数 
Gy, Fay, bobo, bs 
使 对 一 切 n = 1,2,3,- ,都 有 
Gy, ^ Gy, E+ Gp, S One 
为 此 , 设 mira,ra，…… 151,52, 53, 是 两 列 无 公共 项 的 递增 的 正 整数 序列 , 又 设 每 个 
正 整数 总 要 出 现在 这 两 个 序列 中 的 一 个 或 另 一 个 之 中 , 于 是 , 对 m,n = 1,2,3,…， 
有 
(CEA Tmi Sn Snil Tm ER W Pm € So- 
称 两 个 级 数 
ar, 十 ar 十 ar 十 … 和 asi 十 Qss 十 0Qss 十 …: 
(£p BUR en 9) 为 级 数 ai + aa 十 as 十:… 的 互补 的 子 级 数 . 现 如 次 确定 “ 红 ” 
的 子 级 数 
Qr, 十 Qra d p, 士 ……， 


使 


a,,«min(2",b,—b, 1], nm-—12,-., bo=0, 


则 
ar + ara H + ar, < bn, 


目 整 个 “ 红 ” 的 子 级 数 收敛 , 还 容易 看 出 , bn — (aw 十 ars 十 :十 or) 无 限制 地 增 
加 . 因而 , 在 关系 式 


n 


5y an « bn 


i=1 


的 容许 范围 内 可 以 逐个 收容 互补 子 级 数 的 项 . 这 样 就 完成 了 所 需 的 重 排 . 
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26， 一 个 实数 序列 (an), 使 级 数 SO al 当 1 = 5 时 发 散 , 而 当 1 不 等 于 5 的 任 
何 奇 正 数 时 收敛 . 
求 两 个 方程 的 方程 组 
u + 2v + 3w = 0, 
u+ 8v +27w —0 
的 三 个 未 知 数 的 整数 解 , 得 到 
"wb, v—-—4, w=]. 


注意 


Do 


u + 32v + 243w = 120. 


对 m = 1,2,3, ,定义 
WS Aces mE: — — „mm 一 1/5 
G10m—9 — Q10m—8 — QG10m—7 — Q10m—6 — Q10m—5 — M ， 
—1/5 
Gl0m—4 = Q10m-—3 = Q10m-2 = ü10m-1 = —2m / ， 
2,,4—1/5 
diom = 3m5, 


al, + al, 二 = 二 al, = s(D, 


则 


1 1 1 
(1) (3) 
8 ng =Ü. = ( o == brew — |. 
810m 510m 0 iiis 120 (: T 2 T 3 T * z) 
所 以 当 ! = 1 0— 3 时, 所 论 级 数 条 件 收敛 于 0. 当 1— 5 时 , 发 散 至 +o, 当 1 >5 
时 , 绝对 收敛 . 


一 个 收敛 级 数 Soo an, 使 形 如 ak + akpi takpa tarpai + 的 子 级 数 (下 
标 成 等 差 级 数 , ks] 为 正 整数 ) 都 收敛 , 而 55^ ar 并 不 绝对 收敛 . 

下 面 的 例子 属于 Knopp P’. 

WU bn MI $75 lbn] 发 散 , S 


2 bs ba 
åi = bis a2 = 03 = 9p a4 = A5 = ~- 二 0 二 3 Q10 = +- = A33 = FT 
注意 当 > 1 时 , n! 能 被 整除 , 因此 当 把 属于 同一 个 bm 的 所 有 项 放 在 一 起 之 后 ， " 
了 有 限 多 项 外 , 就 能 把 子 级 数 aktari takrat o 变 为 级 数 了 01 十 4b2 十 了 03 十 … . 


由 此 可 知 ， 级 数 jeu Gk--(i—1)l 收敛 ， 而 光 janl = ESS Ib. 发 散 . 


28. Epid ip ian, 使 形 如 aj + ari 十 ap - 十 … 的 子 级 数 NILUM 


下 面 的 例子 也 是 属于 Knopp 9?! 的 . 
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BU bs MS 77, |bn| 发 散 , 并 设 p(n) = kl”, d(n) = 2°, W {p(n)} 


RI (6(n)) 都 是 严格 递增 的 正 整数 序列 . 现在 定义 一 新 的 级 数 于 > an 其 通 项 为 


bm bm glm=1)? <v< gm”. 


m3 $(m)— $(m—1)  2m* —2(m-1»*" 
H 
bi bi 
017990) 7 a) 2 


HRE ylim) € (mM) < e(t +1) 可 以 完全 确定 正 整数 tm. 把 属于 同一 个 bm 
的 项 放 在 一 起 ， 就 能 把 级 数 Qo(1) T Qe(2) 十 Ce(3) T A 变 为 级 数 


UC tm ES Ln—i 1 
可 以 证 明 ， 序列 { (tm == tm-1)/ (27 - 2 )} 在 某 个 m 以 后 是 单调 递减 的 ， 于 
是 , 由 Abel 判别 法 (参看 [7]. pp.608 一 609) 可 知 , 级 数 $77 aoim) 收敛 , 即 级 数 


[eim kn —1 Jek, 而 sa lan| = od [bn] 发 散 . 


29. 任意 地 划分 奇 正 整数 集 为 两 个 没有 公共 元 素 的 子 集 D 和 C. 一 个 实数 序列 
{an}, 使 当 1€ C 时 级 数 并 > Lal, 收敛 , 而 当 16 D 时 并 > Lal, 发 散 . 
这 是 由 Pólya 提出 并 由 Fine 解决 的 一 个 问题 , 细节 说 明 可 参看 [125] 和 [73]. 


30. 对 于 任 一 条 件 收敛 级 数 $77 an 和 任 一 实数 r, 存在 序列 {en} 其 中 jen] = 

l, n21,2,.-., 能 使 Y, 7 eua rr. 

这 里 的 方法 类 似 于 例 23. 中 所 用 过 的 方法 . 由 于 六 |an| = oo. 我 们 可 以 
添上 绝对 值 为 1 的 因子 en, 使 得 

ElQ1l 二 Enan = la| +- Jas| > x. 
设 ni 为 能 确保 这 个 不 等 式 成 立 的 n 的 最 小 值 . 再 给 后 面 的 一 些 项 配备 绝对 值 为 1 
的 因子 en, 以 便 得 到 (用 最 小 可 能 的 n2): 
£101 c £55,054 = [ail t: lani | — län] — 777 — į lanal] < c. 

如 果 这 个 过 程 以 部 分 和 交替 地 大 于 x 和 小 于 r 重复 下 去 , 由 于 当 n 一 coo 时 
Gn — 0, 于 是 ， 类 似 于 例 23. 得 到 的 级 数 S ones Enn 必然 收敛 于 T: 
31. 非 绝 对 收敛 级 数 , 适当 地 引进 括号 后 变 成 绝对 收敛 级 数 ， 

设 Y an 为 非 绝 对 收敛 级 数 , 因为 377-1 as 收敛 , 故 由 Cauchy 收敛 原理 ， 
对 任意 s > 0, 有 正 整数 N 存在 , 当 n > N 时 , 对 一 切 正 整数 p 有 


n+p 


, Gi 


i=n+1 
今 取 = — 1, 则 有 正 整 数 ni 存在 , 对 于 一 切 正 整数 pi. 
[as 1 peres T Gn pi | « Il. 


& E. 


[Sn+p => Srl = 
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= 1/22, 则 有 正 整 数 n» 存在 (可 取 n > m), 对 于 一 切 正 整数 po, 
[853431 ^: anotp| € 二 " 
于 是 取 pi = na — na, WA 
lani: anl «€ 1. 
= 1/32, 则 有 na 存在 (可 取 ng > n2). im 切 正 整数 pz, 


|ans+1 ds C ng epsl < y 


于 是 取 ps = na — na, 则 有 


lang41 ++ anal < y 
如 此 继续 进行 , 则 得 
o Toc an+ < 3 (k 21,2,---). 
考虑 级 数 YT on, y1 n: È bk = antl hod ant, 则 级 数 E g br 就 是 在 
级 数 并 2 ，， on 中 将 angi d agua 加 上 括号 而 得 到 的 . 
比较 级 数 之 lbr] 与 级 数 > 站， 1/k? 的 一 般 项 ,由 于 |bk| < 1/2, CY bk 
绝对 收敛 ， 而 级 数 ou, by 系 由 级 数 DO uu uas 加 上 括号 而 得 , 故 可 将 级 数 
Eingi an 加 上 括号 后 变 为 绝对 收敛 级 数 ， 从 而 可 将 级 数 7 an 适当 加 上 括 
号 , 使 其 变 为 绝对 收敛 级 数 . 
32. 收敛 而 不 绝对 收敛 的 无 穷 乘积 
据 定义 , 无 穷 乘积 [C ,pn 的 绝对 收敛 或 条 件 收敛 是 随 级 数 O Inpn 的 绝 
对 收敛 或 条 件 收敛 而 定 的 . 容易 证 明 , 无 穷 乘 积 [[ , pn 绝对 收敛 的 充 要 条 件 为 级 
数 donc Ua — 1) 绝对 收敛 . 
我 们 考虑 无 穷 乘积 


ue 


由 于 级 数 DO Pa- 11 = You i AEG CIT Ti * cxt) 不 绝对 收敛. 
A Pn 一 1 十 Gy 其 中 An = (— 1 je fr 由 于 级 数 pd 1 în Z D211) n 
3$ adam Yr lm 都 收敛， 因而 无 穷 乘 积 


n=l 


是 收敛 的 (参看 [7], p.624). 


33. 一 个 发 散 级 数 》 >” an 使 无 穷 乘积 [ [5 (1 + an) 收敛 . 
考虑 级 数 


CE 
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因而 
lim Sən = +00. 
N300 
X 
lim s = ]i $25 + E | 
[3 éco Di Le p Wr cem 


因此 , 这 个 级 数 发 散 到 --oo. 
对 于 无 穷 乘 积 


(ata -) 6*3) 0-A)- 


nii 1 1 1 J 1 I 
Bec (ata) um) tots) rum) 
1 1 1 
(1+ vn 4-1 +z) (1- m) 
1 1 1 
F ( x) ( x5) 0 cri) 
由 于 级 数 eai 1 OGDZAT 收敛 , 故 无 穷 乘 积 
1 
II (1- (n+ 1)yn 十 z) 
收敛 , 因而 ims Pon 存在 . 又 因为 


1 1 
im Pan+l = m Py, ( | 十 xt JE = im Py, 


di TE 1 1 1 1 
(1*1) (1-5) (+5 e3) (: A) 


34. 级 数 S77 a, 和 97 S07 都 发 散 ， 而 无 穷 乘积 J(+ an) 却 收敛 . 
考虑 级 数 


hes (etd) ed) 


p 
*(A gi x)* 
V3 3 3v3 


则 
十 aa 十 … + 21-4 : eire : 
s = a2 + a3 +- -- +a; 二 4 十 一 一 一 ， 
2n+1 2 3 2n+2 7 2 元 十 1 
因而 
lim $2441 = +00, lim so2n+2 = lim $5544; = +00. 
T7Ti— oo TfL—o0o 人 一 DC 


由 此 可 知 , 级 数 SO aan 发 散 到 +00. X, | 
> (Ae Lj sis Heg) te 
2,9 JI 3 \ 39 243) 3 i 
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这 个 正 项 级 数 包含 了 发 散 级 数 于 > ,1/n 的 所 有 项 , 因此 , 它 也 是 一 个 发 散 级 数 . 
最 后 讨论 无 穷 乘积 


(eset C3 eds Ce 
^w dd di" Và v 5 2 V3 
的 收敛 性 . 因为 

Pzn4i = (1 + a3)(1 + a3)(1 a4) (1 十 aan+2) 


1 
"7s 


所 以 
mn Py = 4. 
又 因为 
lim P5, = lim P5441, 
n—oo n—oo 
故 知 无 穷 乘 积 
[I (1 十 an) 收敛 . 
n=2 


iE 可 以 证 明 , 若 级 数 77-1 a2 和 an 同时 收敛 , 则 无 穷 乘 积 TI» a 0 
an) 亦 收敛 (参看 [7], p.624). 例 z 与 例 33 I T AANTAS. 
35. [1,--oc) 上 的 正 值 连 续 函 数 f 使 (777 fade 收敛 而 DO | f(n) 发 散 . 

在 各 整数 n > 1, S g(n) = 1; 在 闭 区 间 [n — n7?, n] 和 [n,n + n? 的 非 整数 
端点 , g 取 0; 而 在 闭 区 间 [n — n72, 和 [n,n - n ?] 的 内 部 , 定义 9 是 线性 的 ; 最 
后 , 在 xz 之 1 而 g(z) 尚未 定义 的 点 , 规定 g(z) 的 值 为 0. 于 是 , 函数 

f(x) — o) 5 
是 [1, +00) 上 的 正 值 连续 函数 , 且 广 义 (R) 积分 + 了 (z)dz 收敛 . 然而 , lima, ee 
fin) = 0 并 不 成 立 , 因此 ， 级 数 yt n) Ak. 
36. [1, +00) 上 的 正 值 连续 函数 f, 使 (77 jz)dc 发 散 而 于 f(n) 收敛 . 

对 于 各 个 整数 n> 1, 设 g(n) = 0; 在 闭 区 间 [n m7! n] 和 [n ma-n-!] 的 非 整 
数 端点 处 , 定义 g 的 值 等 于 1; 而 在 这 些 闭 区 间 内 部 , g 是 线性 的 ; 最 后 , 在 [L +co) 
上 g(x) 还 没有 确定 值 的 点 处 , g(z) 都 定义 为 1 于 是 

f(z) — 9(2) + 
是 [1, +00) 上 的 正 值 连续 函数 , 而 . 


Lu f) )dr = = +00, Y^ f() yi = RN 5< < +00. 


w=1 n=l 
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是 [1, 十 co) 上 的 非 负 的 不 增 函 数 , 那么 广义 (R) 积分 


"十 ce 


nc 
1 

收敛 的 充 要 条 件 是 级 数 》 f(n) 收敛 . 例 35 和 例 36 说 明了 在 级 数 的 积分 检验 
法 中 , 函数 的 “ 非 负 不 增 性 ”不 能 代 以 “ 正 值 连 续 性 ”. 
37. 给 定 [0,1) 上 满足 条 件 lim, f(x) = 二 oc 的 正 值 连续 函数 f, 可 构造 具有 非 

负 系 数 的 窜 级 数 P, 适合 P(z) < f(x) H lims P(x) = 十 co. 

正面 的 构造 法 属于 Besicovitch 9l 

引 理 i f 是 [0,1) 上 的 正 值 连续 函数 , H. im, f(x) = +co, 则 存在 正 整 
数 n, 使 函数 


ik 我 们 有 如 下 的 级 数 的 积分 检验 法 (参看 [134], 中 译本 pp.50 一 51): WR f 
(R 
”dz 


也是 [0,1) 上 的 正 值 连续 函数 且 imsi filz) = +00. 
证 显然 , f 在 [0,1) 上 能 取 到 最 小 值 且 其 最 小 值 为 一 正 数 , 记 
m 一 quu. f(x) » 0. 
据 条 件 , 存在 xo < 1,24 m 2 zo 时 f(x) > 1. & ni 是 满足 条 件 rg! <m 的 正 整 
数 , 则 函数 file) = f(x) — a" P Anani 引 理 证 毕 
据 引 理 ， true {np}, 使 函数 
(2)= f(z)—a", falz) = filz) 一 
在 [0,1) e limz..4 felz) = 十 ce. 又 据 函 数 fe 的 定义 , 我 们 有 
Jela) = f(x) — (z^ +a pant) 
于 是 , P(x) =x a" + Ha pe < f(x) H imi P(x) =+. 
38. [0,1) 上 的 一 个 适合 条 件 /(0) > 0 且 万 flz)jdz =+% E. aR f, 使 

对 任何 具有 非 负 系数 的 寡 级 数 P, 若 Pl di ), 则 f) P(z)dz < +. 

下 面 的 构造 法 属于 Besicovitch 4l. 

在 点 0 和 ay = 1 一 2-2* 处 , 分别 令 f 的 值 1(0) — 1 A (ox) = 22 (k = 
1,2,---), 而 在 这 些 点 之 间 , S f pupa 于 是 , f 是 [0,1) 上 的 递增 连续 函数 ， 
H 

1 a= jr + 22 ya? 2g by, 


从 而 
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设 P(z) = ”oanz”, an 之 0 H P(x) < f(z). WE 
i P(x)dzr < +00. 
为 此 , 只 要 证 明 
EN P(z)dz = O(k-?) (1) 


即 可 . i a TERESA (FF h M 


Qk+1 | q” 
/ 3 apg dz = ME Trana "da 
JO 


n=0 n= 0 
Qk+1 T M M GeK 十 1 
< (2) > anagdr € Plap)ar™ f zMdr 
pO Qk n=0 Qk 
\、 一 M gk-i 9-25 -22^ M27?" 2k 
< flar)ar "(1—o04)22 (1-274) 2 
| ogk-1 -9k 
« 2 2 41M2 
类 似 地 , 有 
Okt oo czk+1 T M oo 
人 > anz” dx «f ( ) > G5, 05, 1dx 
n=M+1 Ok n=M+1 


< P(og4i)M^! € flar) M! = 2 M71, 


Qk4l b o9—2* ok 
| P(z)dz < g2 4M? ”十 22 Mat, 


取 M = 22 k2, 则 有 
Ll P(z)dr < 2?" 4 + k7? = O(k^?), 

MOX. 

iE 下 面 两 个 问题 是 鼎 有 趣味 的 . 

(1) 是 否 存 在 正 值 函 数 序 列 {w(x)}, 使 对 每 一 正 系数 序列 (a, 级 数 y 
[anun(z)] 处 处 收敛 ? 

(2) 是 否 存在 正 值 函 数 序列 {un(z)}, 使 对 每 一 正 系数 序列 (as). SUCI, 
[anun(ZX)] 除了 在 至 多 为 一 可 数 集 收敛 以 外 , 它 都 是 发 散 的 ? 

Besicovitch 21 指出 , 这 两 个 问题 的 答案 都 是 否定 的 . 


39. 一 个 函数 , 它 的 Maclaurin 级 数 处 处 收敛 , 但 仅 在 一 点 与 这 个 函数 相合 . 


第 一 例 KR 
eM x x0, 
f(z) = 
0, t= 0 


| 116 ， 实 分 析 中 的 反例 [5.40] 


是 无 穷 可 微 的 , 并 且 它 的 所 有 各 阶 导数 在 x = 0 处 都 等 于 零 , 所 以 它 的 Maclaurin 


级 数 
oo f? (0) oo 
FX n! 2 o 


n-—Ü n=0 
在 实 轴 上 收敛 于 恒 等 于 零 的 函数 . 因此 , 它 只 能 在 唯一 的 点 m = 0 处 与 f(x) 相合 . 
这 个 例子 是 由 Scheeffer I9 作出 的 . 
第 二 例 x 


fas VM iL : (a > 1), 
0 


A n locam 
因为 接连 逐 项 微分 得 到 的 所 有 级 数 中 都 出 现 因子 1/1, 所 以 这 些 级 数 全 部 一 致 收 
SX, 这 就 说 明了 函数 是 无 穷 可 微 的 (参看 [v], p.643). 容易 算出 ， 
k= 2m — 1, 


" 0, 
f° (0) = ia 
(2m)((—-1)"e7" , = 2m, 


因此 , f 的 Maclaurin 级 数 是 


2n 


< n l 5 pe 


n= 


0 
对 每 一 x, 这 个 级 数 都 收敛 于 郴 数 p(x) : 


e(z) = 》 (-1)* (i) g^". 


易 见 , 4 x —0Hf o(0) = f(0)  1/e, Ifi? x #0 t y(x) z f(x). 

这 个 例子 是 由 Pringsheim 作出 的 . 

ik o 上述 反例 说 明了 从 函数 在 点 a 的 各 阶 有 限 导 数 的 存在 性 不 能 推出 对 任 
AR) m a, 


k) 
-m (x — a)". 


SUME 
f(z) = 37 


k=0 
正 因 为 如 此 ， 所 以 我 们 在 研究 某 个 函数 的 Taylor 级 数 时 , 就 必须 讨论 这 个 级 数 的 
余 项 . 
40. 一 个 函数 , 它 的 Maclaurin 级 数 仅 在 一 点 收敛 . 
PR 


oo —n 


: 1 a 
f=} n ax (a > 1) 
(n! a 


是 无 穷 可 微 的 , 因为 接连 逐 项 微分 得 到 的 所 有 级 数 中 都 出 现 因子 1/nl, 所 以 这 些 级 
数 全 部 一 致 收敛 , 因而 f(z) 是 无 穷 可 微 的 , 它 的 Maclaurin 级 数 是 
Ye g, 


k=0 
显然 , 对 于 任意 的 x 0, 此 级 数 发 散 ; 而 在 x= 0 处 , 它 收敛 于 e^. 


[5.40] fmm 无穷 级 数 DHT 


ik 例 AO DH] f —^4-262j nT o ERA) Maclaurin 级 数 并 不 一 定 收敛 . 例 39 
说 明了 即使 该 级 数 收 敛 , 也 不 一 定 收敛 于 这 个 函数 . 


第 六 章 
— SUR S 


o 
Mu 
Tii 


—3 (IY hb FRI EEES ERIS R RUF 9] eX ERRORIS — SOBCSNCIE, 也 涉 
及 不 一 致 收敛 性 . 


i {sn(z)} 是 定义 在 点 集 巨 C R! 上 的 函数 序列 , 若 对 任 给 的 e > 0, 恒 有 只 
依赖 于 = 的 正 整数 N(s), 使 n> N(e) 时 , 不 等 式 
[sn (x) — s(x)| < € 


对 E Ef—9) x 都 成 立 , 则 称 {sn(z)} YE E E—5o0& 5c T. sr). 
若 函 数 序列 (s, (x)) 在 (a. b] 的 任 一 非 空子 区 间 上 都 不 一 致 收敛 , 则 称 (s, (2)) 
在 [a,b] 上 无 处 一 致 收 仇 . 

敬畏 数 项 级 数 这 uele) 的 部 分 和 序列 s = J iakfzl(n = 1,2,--) 
在 E 上 一 致 收敛 ， E e MAS osi wyle) a : Eo 

Cauchy 一 致 收敛 原理 ”函数 序列 {sn(: (Zz)} 在 E. 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 为 ， 
对 任 给 的 s > 0, 存在 正 整数 N = N(e), 4 n > N 时 ,不等式 

|sn+p(z) 一 sn(Z)| < € 
对 任意 的 正 整数 > 和 上 任意 的 x 都 成 立 . 

把 s, (7) 看 成 是 函数 项 级 数 的 部 分 和 , 就 可 得 到 级 数 的 Cauchy 一 致 收敛 序 理 
如 下 : 函数 项 级 数 Yu, urla) 在 互 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 为 , 对 任 给 的 e > 0, 存 
在 正 整 数 NN = N(e), 24 n > N 时 , 不等式 

|Sn+p(£) — sn(Z)| = [una1(x) + una2(z) +--+ + Un+plT)| < € 
对 任意 的 正 整数 p FE 上 任意 的 z 都 成 立 . 


- 120 - 实 分 析 中 的 反例 [6.2] 


Weierstrass 判别 法 ”车 对 充分 大 的 n. 恒 有 实数 an, 使 得 u(x) € an 对 
马上 任意 的 x 都 成 立 , 并 且 数 项 级 数 $7 an 收敛 , 则 O un(e) 在 E E—5& 
收敛 . 

Abel 判别 法 ”如果 1) 函数 项 级 数 ?| an(z) Æ E 上 一 致 收敛 ; 对 每 一 
固定 的 x € E, balx) BÉ n 而 单调 , REEI » € EI n, A bnl) € L (不 依 
MF c A n 的 定数 ), 那么 于 > an(z)bn(z) 在 E EBS. 

Dirichlet 判别 法 ”如果 1) 函数 项 级 炒 ou anla) 的 部 分 和 


As(x) = S^ us] x 


k=1 
在 E 上 一 致 有 界 , 即 存 在 常数 M, 使 对 任何 ze EIER n, 都 有 [AsQ)| <M; 
2) 对 每 一 ZE 五 ,on(z) B& n 而 单调 , 并 且 辆 数 序列 (5,(2)) 在 已 上 一 致 收敛 于 
零 , 那么 Sour as(r)b.(c) 在 已 上 一 致 收敛 . 


1. 在 各 个 Ey, (k 二 1,2,.…) 上 一 致 收敛 , 而 在 UP Ek 上 不 一 致 收敛 的 函数 序列 . 

B f A = a^(n = 1,2,---), 则 函数 序列 {f(x)} 在 每 个 区 间 Ex = [每 +， 
x = 1,2,.…) me 致 收敛 于 零 . 然而 , Cf (x)) TE [0,1) = UR Ek 上 并 不 一 
致 收敛 . 


$ ”容易 证 明 , 如 果 {f(z)} 在 各 个 Ep (k — L2,---,n) 上 一 致 收敛 , 那么 
{f(z)} 在 Uge Er 上 也 一 致 收敛 ,上述 反例 说 明了 不 能 把 这 个 命题 推广 到 无 穷 多 
个 集合 的 并 RER. 


2. 一 个 在 紧 集 上 一 致 有 界 的 连续 函数 序列 , 而 不 存在 逐 点 收敛 的 子 列 . 


A 
x 


jn 


假若 存在 某 个 正 整 数 序列 {ne}, 使 得 {sin mkz} 对 每 个 x € [0,22] 都 收敛 , 那么 必 
然 有 


im (sinnke — sin ngiz) 20, Oxcr&2m, 
noi 


由 此 得 到 


lim (sin ngs 一 sinmkHz)2 20, 0&2. 


根据 Lebesgue 有 界 收敛 定理 (参看 [6]. p.99), 就 得 到 
27 


lim (sin ngr — sin nga 1x)? dr zy. 
k—oo Jo 


但 是 由 简单 计算 可 得 


2T 
(sin nga — sin nk4ic)?dr = 23. 


0 
此 为 矛盾 . 因此 , (sin na) 中 不 存在 逐 点 收敛 的 子 列 . 
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注 ” 所谓 函数 序列 [fap Æ E KASAR, 是 指 对 于 每 一 x € ,序列 { f(z)} 
是 有 界 的 . 也 就 是 说 , 存在 着 一 个 定义 在 上 的 有 限 值 函 数 p, 使 对 一 切 r € E, 
都 有 

lfa(z)) < plz) (n212,.--). 


容易 证 明 , WR {fn} 在 E EXER VR, 并 且 E 是 E 的 一 个 可 数 子 集 , 那么 
总 能 找到 一 个 子 列 {fn 使 对 每 一 c € E, 序列 {f(z)} 都 收敛 . 上 述 反例 说 明 ， 
即使 (f,) 是 某 个 紧 集 巨 上 一 臻 有 界 的 连续 函数 序列 , 也 未 必 有 在 E 上 逐 点 收敛 
的 子 列 . 
3. 一 个 一 致 有 界 且 处 处 收敛 的 连续 函数 序列 , 它 没 有 一 致 收敛 的 子 列 . 

设 


r? 


fale) = z2 + (1 — nz)?' 
则 对 任何 z € [0,1] 及 正 整数 n, EB |f (0)] < 1, 即 {fn} 在 [0,1] 上 是 一 致 有 界 
的 . 又 对 每 一 ze [0, 1], 都 有 


Ssl m-1,2,9., 


Jim falt) — 0, 
Bl (f, (z)) TE [0,1] 上 处 处 收敛 于 零 . 但 是 , 由 于 
fa (1/m) — 1, m= lyy 
可 见 {fn} 的 任何 子 列 {fn.} 在 [0,1] 上 都 不 可 能 一 致 收敛 . 
注 可 以 证 明 , 若 (fa) 在 [0,1] 上 一 致 有 界 且 等 度 连续 , 即 任 给 e > 0, 存在 
ô = (e) > 0, 4 z',z" € [0,1] A. |z' — z"| < 0 Bf, SEP 
Ifn(z^) — fa(z")) «e (n2 1,2.) 
则 (f,) 必 有 一 致 收敛 的 子 列 . 上 述 反例 表明 , 一 致 有 界 且 处 处 收敛 的 连续 函数 序 
列 未 必 有 一 致 收敛 的 子 列 . 
4. 一 个 有 界 函 数 序列 , 它 处 处 收敛 于 一 个 无 界 函 数 . 
下 列 函数 
min(n,1/r], 0O<z<!1; 
falx) = | : 
0. r=0. 
在 闭 区 间 [0,1] 上 全 都 有 界 , HYE [0,1] 上 处 处 收敛 于 函数 
l/x, 0<7S1 
f(z) = 
0, g =; 
然而 极限 函数 S 在 [0,1] EER. 
ik ”容易 证 明 , 一 致 收敛 的 有 界 函 数 序列 , 它 的 极限 函数 也 是 有 界 的 ， 上述 反 
例 说 明了 在 这 一 陈述 中 一 致 收敛 的 条 件 不 能 减弱 为 处 处 收敛 . 


«1922 « 实 分 析 中 的 反例 [6.6] 


5. 一 个 不 一 致 有 界 的 函数 序列 ， 它 处 处 收 剑 于 一 个 有 界 函 数 . 
设 


n, M r= 1/(2n), 


0, Mr-0skl/nzzr&l, 
fn( ) = 


在 [0,1/(2n)] 和 [(1/(2n), 1/n] 命 f 是 线性 函数 , 并 且 使 fa 在 [0,1] 上 是 连续 的 . 
函数 序列 {fn} 在 [0,1] 上 处 处 收敛 于 零 : 因为 当 m = 0 时 , 显然 成 立 ; 而 当 z > 0 
时 , 只 要 n> 1/z, 就 有 falx) = 0. 然而 , 所 给 的 函数 序列 在 [0,1] 上 并 不 一 致 有 界 . 
注 容易 证 明 , 如 果 函 数 序列 (f) ERE 上 一 臻 有 界 且 处 处 收敛 于 函数 f, 
那么 f 在 马上 也 必 有 界 . 上 述 反 例 说 明了 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 . 即 , 确实 存在 不 
一 致 有 界 的 函数 序列 , 它 却 处 处 收敛 于 一 个 有 界 函 数 . 
6. 一 个 连续 函数 序列 的 非 一 致 极限 , 它 在 一 个 稠密 集 上 无 处 连续 . 
在 区 间 [0, 1] J f: 


= x=}, p5 q 是 互 质 的 整数 且 gq > 0, 
f)- 4 T 3 
0, z [0,1] 中 的 其 他 点 . 


对 于 任意 正 整 数 n, 定义 f, 如 下 : 按照 各 点 (2, 3), 其 中 1 和 <m 0<p<q, E 
各 个 形 如 (2 — uL, P) 的 区 间 , 定义 


n*"'q 
h(a) = mine. ES (e -2)}; 
l 
在 各 个 形 如 (2, 2 + ts) 的 区 间 , 定义 


11 , 
falej = max fi, -—2n?|x— 3 d 
n q 


以 及 , 在 [0,1] 上 f(z) 仍 未 得 到 定义 的 各 个 点 z, WS falx) = 1/n. Æ [0,1] 之 
外 , 定义 fala) 使 其 成 为 以 1 AAWA. 于 是 , f(x) 的 图 形成 为 一 条 无 穷 
的 折线 弧 , 它 的 各 段 或 者 位 于 水 平 线 y = 1/n b, 或 者 以 斜率 土 2n? EFH, 到 达 局 
部 极 大 点 , 这 点 便 是 f 的 图 形 中 的 “箱子 ”的 尖端 (参看 图 4). 

随 着 n 的 递增 , 这 些 “ 和 钉子” 越 来 越 尖 , 而 底线 趋 近 z 轴 . 因此 , 对 各 个 se R! 
及 n= 1,2,-.… ,都 有 


fanl) Z fuaa(x), 


Jim fale) = f(a), 


其 中 f 就 是 一 开始 定义 的 函数 , 并 且 以 1 为 周期 把 它 扩 张 到 整个 实 轴 上 . 于 是 , 每 
个 函数 f, 在 R! 上 全 都 处 处 连续 , 而 极限 函数 f 在 有 理 数 稠密 集 上 无 处 连续 . 
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注 ”容易 证 明 , 若 定义 在 [a.b] 上 的 连续 函数 序列 (f) BUF f, M f E 
[a.b] 上 亦 必 连续 . 上 述 反 例 说 明了 连续 函数 序列 的 非 一 致 极限 不 必 连 续 , 甚至 在 一 
个 稠密 集 上 无 处 连续 . 


7. 一 个 连续 函数 序列 , 它 的 非 一 致 极限 也 是 一 个 连续 函数 . 


设 
nèr 
2 1on33?* 


则 对 每 一 ze [0.1]. 都 有 


Sn(c) 


lim s4(r) — 0. 
1 一 OO 


兹 证 {sn(z)} 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 于 零 . 为 此 , 只 要 证 明 对 于 任何 正 数 AM， 
YE x = 0 的 附近 总 可 以 选取 x 及 正 整 数 n, 使 得 sale) > M. 令 
,nn2(1 一 maz2) 
Sn = Tra = 0, 
得 r, = n 37?,s,(r4) = in, H[UL n 充分 大 时 , 就 有 sn(zn) > M. 因此 ， 
{sn(z)} 在 [0,1] ER— Sul si pA. 
这 个 例子 是 由 Osgood 020 作出 的 . 
ib 连续 函数 序列 的 一 致 极限 也 是 连续 丽 数 . 上 述 反 例 说 明了 连续 函数 序列 的 
非 一 致 极限 也 可 能 是 连续 范 数 . 
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8. 一 个 递减 的 连续 函数 序列 , 它 处 处 收敛 于 某 个 连续 函数 , 但 并 不 一 致 收敛 . 

在 开 区 间 (0,1) 内 如 下 定义 函数 序列 {fn}: 

f») = To 各 二 yn 
则 对 每 一 n, f, 在 (0,1) 上 连续 , H fals) 2 faai(x). X, 对 任 一 xz € (0,1), 都 有 
lim EN CAES 

然而 , 由 于 f. 07) = 1/2, 可 见 {f(z)} 在 (0,1). 上 并 不 一 致 收敛 于 零 

ik “如 果 定义 在 紧 集 E 上 的 递 碱 的 连续 函数 序列 {f,} 在 互 上 处 处 收敛 于 革 
个 连续 函数 f, 那么 (fa) 在 E. 上 必定 一 致 收敛 于 f (参看 [7]. pp.646 一 647). 上 述 
反例 说 明了 在 这 个 命题 中 , E 为 紧 集 的 条 件 是 去 不 得 的 . 


9. 一 个 无 处 连续 的 函数 序列 , 它 一 致 收敛 于 一 个 处 处 连续 的 函数 . 


设 


0， v 为 无 理 数 ， 


则 f, (n = 1,2,---) f£ (oo, +00) 上 无 处 连续 , 但 项 数 序列 { f(z)} 在 (一 co, 十 co) 
ESUAT ERR f(x) 三 0. 
10. 收敛 而 无 处 一 致 收敛 的 连续 函数 序列 . 

我 们 在 区 间 [0,1] 上 定义 函数 f 如 下 : 

f(z) = 1/g， r-—p[q, p 5 q 是 互 质 的 整数 且 q > 0, 
^ 009, x% [0,1] 中 的 其 他 点 ， 

则 了 [0,1] 中 的 任 一 有 理 点 间断 , 而 在 任 一 无 理 点 连续 . 

我 们 再 在 区 间 [0, 1] 上 定义 连续 函数 序列 (f) 如 下 : 对 每 一 正 整 数 n, S fala) 
的 图 形 为 依次 连接 


t (Ee 下) hrs) 


zi (E) ) 700 
的 直线 段 而 成 的 . 易 见 , 函数 序列 {fa} 在 [0,1] 上 连续 且 处 处 收敛 于 f. 因为 极限 
函数 了 在 [0, 1] 的 任何 非 空子 区 间 上 都 不 连续 , 所 以 函数 序列 {fn} 在 [0,1] 的 任何 
非 室 子 区 间 上 都 不 能 一 致 收敛 于 f, 即 (f) 在 [0,1] 上 无 处 一 致 收敛 . 
注 这 个 例子 中 的 极限 函数 在 [0,1] 的 任何 非 空 子 区 间 上 都 不 连续 , 针对 这 一 
情况 , 我 们 再 进一步 构造 一 个 在 [0,1] 上 处 处 收敛 于 零 的 连续 孙 数 序列 ,而 它 却 无 处 
一 致 收敛 . 


l/n, x 为 有 理 数 ， 
fa(x) = 


F= [0< = < l,m € {0,1, n}, k MEWE), 


[6.11] 六 章 ”一致 收敛 


当 


k 
n(0) = 0, "d — — 0, Fiy 
m=O hfi) xe 
E € Fa H k HARUT, 定义 


ko 1 1 
fn (x Tab) «m 
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最 后 , 在 [0,1] 上 f, 尚未 得 到 定义 的 各 个 小 区 间 上 , 令 fa 为 线性 函数 且 连 续 . 于 
是 ; 对 每 一 n, fn 是 [0， 1] Effe c eg RC 
易 见 , 对 每 一 zeE [0,1], {f(z)} 都 收敛 于 零 . 然而 , 对 任何 非 空子 区 间 (o, 8) C 


[0. 1], {fn} Œ ( 


a. B) EAP 致 收敛 于 零 . 事实 上 , 我 们 可 取 奇 数 ko 与 非 负 


整数 mo, 使 2d € (a, B), ifii 5; ar — 0 (n 一 œ), 所 以 存在 正 整数 N, n>N 


时 就 有 zu. 一 PERI E (a, B). 今 取 正 数 € E0 (0 < E0 « gag): 并 令 Y Tn = Een m 


则 当 n > N 时 , 恒 有 


1 


faltan) = Jma 


=> E0- 


这 就 表明 {fa} YE (a, p) 上 不 一 致 收敛 于 零 . 


11. 


一 个 各 项 间断 的 函数 项 级 数 收 剑 于 一 个 连续 函数 , 但 无 处 一 致 收敛 . 
下 面 的 例子 是 由 Young 79 作出 的 . 
在 区 间 [0,1] 上 如 下 定义 函数 序列 : 


1 
-l r-- 
1 , * 
0 af gE PL f 
ui(r) = 1 u(x) — 4 1, g= D 2 
1 二 三 s 
0, xA [0,1] 的 其 他 点 ; 
1 3 
=j 一 二 ,二 ， 
T Pg’ 
x 
ua(r) = 1 D PD 
0, zH [0,1] 的 其 他 点 ; 
1 3 9n-l = Ï 
一 
ais (a5) S l, r= a 


0, z 为 [0,1] 的 其 他 点 ; 


-— m 
2nTT» 
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于 是 ， 
0, 
si(r) — 
b. 
0, 
Su(x) = 
ls 


可 以 证 明 ， 


若 ro 为 有 理 数 , ro = t 


级 数 S777 us (o 图 | 
zo € [0,1], Æ zo 为 无 理 数 , 则 s, (zo) = 0, 从 而 


实 分 析 中 的 反例 


1 
ff Q, wy 
Sol) = 
"NL R, 
网 一 9 " T = 
1 3 B5 d 

了 
| 2n'2n' 
) 在 [0,1 nmm 


Jim Si (ro) = 0. 


则 当 n 充分 大 时 ， 2" > k, Ami = 


L PRE — S, 所 以 也 有 sn(zo) = 0, 因此 


效 证 级 数 Y unl 
为 证 明 这 


文 一 结论 , 我 从 - 


lim sn(Z0) = 三 但， 


,) 在 任何 区 让 间 (a, 8)c 


s(x) = 


[6.12] 


Alw Ic 


= 0. 事实 上 , 任 取 


- ^j 1 3 
不 等 于 Dn Dr 


c [0.1] 上 都 不 可 能 一 致 收敛 于 s(x). 


22] 


Ral) = s(z) — sn (£) = 


于 是 , 对 于 so = i 而 


E^--—53,]EC T. s(x). 


12. 一 个 正 整 数 序列 Ql < üz <- 


言 ,不管 
m < k) 的 点 xo, 在 这 种 点 上 , |R,(z0)| = 1, 


0, qz 一 


nk, 5 RATE (a 


oc), 而 {sinana} Æ C 上 并 不 一 致 收敛. 


Shields [148] 提出 如 下 的 问题 : 如 果 ai < az <- 


取 an = n! (n = 1,2,- 
n!/m 是 整数 , 所 以 对 任何 x € 存在 正 整 数 Na, 


im sin ang = 0. 


3 
B) 内 找到 形 如 Z T (k>n,l1< 
这 就 表明 级 数 | un(e) TE (a, p) 


2n 
2^ —1 


TL 


及 紧 集 C, 使 对 任意 r € C.sina,z — 0(n 一 


是 正 整 数 , C 是 紧 集 , HX 
任意 xz € C, 都 有 sinanz — 0 (n — oc), 那么 {sinanz} Æ C 上 是 否 必定 一 致 收 
$&? Freimer 55] 指出 , 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 . 他 的 例子 如 下 : 

);C = {0, 7,7/2, 1/3, 7/4, 


另 一 方面 , 对 任意 固定 的 正 整数 n, ,存在 x € 0, 例 如 可 取 a = 
所 以 {sinanz} 在 C 上 并 不 一 致 收敛 . 


e 因为 当 n zom 时 ， 
W n > Ns 时 , sin anx = 0, 因此 


T/2n!, 使 sina,z = 1, 
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13. 给 定 [0.--oc) 上 的 实 值 函数 f, 适合 f(0) = 0, f) #0,lim,_,x f(n) —0, 可 
构造 正 整 数 序列 {an} RRE C. 使 {f(anx)} 在 C 上 收敛 而 非 一 致 收敛 . 
下 面 的 例子 是 由 Schneider 作出 的 乌 
设 C 是 由 0 及 1/n (n= 1,2,---) 的 点 组 成 , S an — nt 对 C 中 每 一 非 零点 
raíz 显然 为 一 整数 Con "en 所 以 ade ant = oo. 于 是 ; 对 任意 z € C, 
都 有 
im f(a4,g) = 0. 


男 一 方面 , 令 0 <e < |f(1)], 则 对 每 一 正 整数 n, 24 x = 1/n! 时 , 有 
|f(anz)|= |f(1)] > €. 
因此 , {f(anx)} 在 C 上 不 一 致 收敛 . 


14. 两 个 一 致 收敛 的 函数 序列 , 其 乘积 序列 不 一 致 收敛 . 

在 R! 上 分 别 取 

fala) =x; ga(z)-1/n, n= 1,2; 

这 时 {有 (7)} 在 R! 上 一 致 收敛 于 x, )} 在 R! 上 一 "TE 0. 但 是 , 乘积 
序列 { 户 (zjon(o} = {r/n} YE R! 上 不 一 致 收敛 于 0. 

应 当 注 意 , 如 果 两 个 函 数 序 列 在 它们 共同 的 定义 域 D 上 既 有 界 而 又 一 致 收敛 ， 
那么 乘积 序列 在 D 上 也 一 致 收敛 . 因此 , 上 述 反 例 之 所 以 成 为 可 能 , 是 由 于 其 中 至 
少 一 个 序列 在 所 论 的 定义 域 上 是 无 界 的 . 


15. 一 个 连续 函数 序列 (f). EE [0,1] 上 一 致 收敛 于 f, 然而 , fn 的 弧 长 的 极限 

不 等 于 S AMK. 

在 [0,1] 上 定义 函数 序列 {fn} 如 次 : 

Mi y = k/n (k = 0,1,2,-.-,n) 时 , 令 falx) = 0; MH x = k/(2n) (k = 
1,3,… ,2n — 1) Hf, 令 falx) = 1/n; Æ fn titu inii 区 间 上 , S fn 
"v f, 连续 . 由 于 |f ()| = falx) € 1/n, 因而 (f, 在 [0,1] 上 一 致 
KATE ETEK f. 

另 一 方面 , 因为 一 个 等 边 三 角形 的 两 边 的 长 度 之 和 是 另 一 边 长 度 的 二 倍 , 所 以 
f^. 的 弧 长 都 等 于 2 (参看 图 5), 从 而 其 极限 也 是 2. 但 f(z) 三 0 在 [0.1] 上 的 
弧 长 是 1, 因此 二 者 并 不 相等 . 


16. 通 项 一 致 趋 于 零 但 不 一 致 收敛 的 函数 项 级 数 ， 

考虑 级 数 YC r/n, 0 € z <1, 由 于 在 [0,1) LES z"/n < 1/n, 所 以 此 
级 数 的 通 项 s" /n 在 [0,1) 上 一 致 地 趋 于 零 . 又 因为 x" /n <a”, 而 级 数 En 
在 [0.1) 上 是 收敛 的 , 所 以 377 xz/ 在 [0, 1) 上 也 是 收敛 的 . 但 是 , 它 在 [0.1) 上 


OSchneider, H., Nonuniform convergence. Amer Math Monthly, vol. 65 (1958), 635. 
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网 5 


并 不 一 致 收敛 . 为 证 明 这 一 断 语 , 我 们 先 给 出 一 个 关于 判别 不 一 致 收敛 的 命题 如 下 

(参看 [7], p.648): 若 对 每 一 n,s,(r) TE x = c 左 连 续 , 但 数列 {sn(c)} 发 散 , 那么 

对 任意 的 6 (0 < ô < c), 函数 序列 (ss (z)) Æ (c —0,c) 内 必定 不 一 致 收敛 . 我 们 令 
Snt) = ah /k (n —1,2,---), 


k=l 


并 注意 到 sa) = Pg 1/k (n = 1,2,…) 发 散 , 于 是 , 由 上 述 命题 可 知 , 对 任意 
6(0<56 < 1), 函数 序列 {sn} 在 (1 一 6,1) 内 必定 不 一 致 收敛 , fti o a/n 
在 [0,1) 上 也 不 一 致 收敛 . 
17. 通用 的 连续 函数 序列 . 

[0, 1] 上 的 连续 函数 序列 (ha (x)) 叫 作 通用 的 , 是 指 对 于 [0, 1] 上 任 一 连续 了 消 数 
f(x), 在 {h(x)} 中 恒 有 一 子 函 数 序列 {h(x)} -EAF f(e). Æ I< f(x)<5 
则 还 可 取 hay (x) 适合 

和 hm (v) « S. 


现在 我 们 着 手 构造 一 个 通用 的 连续 函数 序列 . 
设 f(z) 是 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 , 从 而 它 在 [0,1] 上 有 界 , 令 其 上 界 为 5， 
下 界 为 I 对 任 给 的 < > 0, 取 充 分 大 的 正 整数 k, 使 当 |z — a" < x 时, 就 有 
lf!) ~ f(2)| < 5. 
对 于 整数 v (v = 0,1,2,.… . Kk), 取 有 理 数 r, 使 


«p 
PETER PRI% 

h(x) = r, + (ru41— ru )\(kz -v) (v <kr<v+l,v =0,1,2,--,k+1). 
则 在 区 间 3 Edd E, 成 立 着 


ie) Moy e [ro -r CO] Vr) GOL e) e 


< E+ |e (Z) "nera = roke = v) 


€ € 
€ zT 5 + Iri = r,|. 


5 


< 


nim 
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最 后 的 项 小 于 |f (2 
Irul < |f (£)]. W n 


H) 一 A < 3e. 因此 在 [0,1] 上 |f(z) — h(a)| < e. 取 
x) X 


I< h(x) < S. 
此 种 折线 函数 A(x) 由 其 “顶点 ”之 值 ro,m ,rk 决定 . 有理 点 
[ro ri ,Tk)} 
为 一 可 数 集 , 一 切 h(z) 也 成 一 可 数 集 . 给 以 1,2,3, MA e ALL iss, 
得 一 函数 序列 
hi (x), ha(x), ha(x).- 
AER ne meet da 
An (z) — f(z)) «& v>N. 
eA 个 通用 的 连续 函数 序列 {h,(z)}, 使 对 定义 在 [0,1] 上 的 
任 一 连续 也 数 f(z)，{hn(z)} PETF RAUTI {hi,(z)} 一 致 收敛 于 f(x). 4 
I & f(x) < S, NU hn, (x) 适合 
I < ha (£) S S. 


18. 一 个 一 致 收敛 的 函数 项 级 数 , 具有 不 一 致 收敛 的 重 排 . 
下 面 的 例子 是 由 Bacher 4" 作出 的 . 
考虑 级 数 


T]? m y2 2 
2 z 
r? 一 22 十 


T T £ T 
EAEE ad MiTo 
易 见 ， Soy (4 j) — 0, S2n4 a (x) ) 一 了 2/(1 十 2Z2 gre 所 以 Song jd (2 )« l/n. 由 此 可 知 , 这 
级 数 在 任何 区 间 (—A, B) 上 都 一 — "Pn 


我 们 考虑 重 排 后 的 级 数 


p? — r? 4- z? 4 z E SE EL 4L 
+ 
r2 r? T? 
十 (1 + 22)2n-3 十 (1 十 z2)2n-2 — (14 22)n-1 十 (1) 
不 难看 出 ， 
ma 2 2 2 
T r X X 
S3n-1(T) = 


(xam Qtr Gtr) turam 
«ey -I 
(1 + 22)7n-? d 
而 对 æn = (275 — 1)?, 有 S3n_1(zn) = i. 因此 , 重 排 后 的 级 数 (1) 在 (—A, B) 
上 不 一 致 收敛 . 


19. 一 个 一 致 收敛 的 函数 项 级 数 , 却 无 处 绝对 收敛 . 


x 
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由 于 YN, arle) 是 交错 级 数 , 而 且 对 每 一 x € (一 co, Hoo), 都 有 
|aek(z)| > Jakr+ı (x)|, Jim aj (x) — 0, 
因而 该 级 数 在 (一 co, +00) 上 收敛 , 设 其 和 为 s(z) : 
1 


s(x) = l 1 十 | 
1 z242 r243 xz2+4 


n: 


1 1 


bx) = : j 
nc) z?--(2n—1)  z?-42n 


则 有 s(z) = yob 1 bale): HF 
1 1 


bna) = [z? + (2n — 1)][z? + 2n] ^ (2n — 1)2n" 
Ti 77. 1/(2n — 1)2n 收敛 , 因此 , 根据 级 数 一 致 收敛 的 Weierstrass 判别 法 ， 
> balx) 在 (一 00, 十 06) 上 一 致 收敛 . 
兹 证 级 数 这 | larla) = Tosca 1/2? + k) 在 (~, +00) 内 处 处 不 收敛 . 为 


此 , 任 取 xo € (—06, +00), 并 取 正 整数 N 使 N > z6. 于 是 , k> N 时 , 就 有 
1 1 1 


x+ k 2 JV 十 天 P IR 
因为 级 数 ME 是 发 散 的 ， 所 以 级 数 »» ERE 也 是 发 散 的 . 因此, 级 数 
rm z 在 (~o, +00) 上 处 处 发 散 . 
20. 级 数 ”| un(7) 绝对 并 一 致 收敛 , 而 > ”| |un(z)| 并 不 一 致 收敛 . 
考虑 级 数 


MOoxcszlH, 


lim Sn (a) = 14r 一 jpg ” 


因此 


daka r(r — 1) | 1-4 n E n 
sm) mw = « 位 一 多 入 
XI FIES c > 0, 4 1-—e<r< 1H, 
salz) aail < (1— c) ]—r«e 
wm 0 € z « 1— e 时 ， 
si- eD gu" ( -zj 
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于 是 , 存在 正 整数 N = N(e), 当 n > N 时 可 使 (1 - e)" < e. 因此 , 所 论 级 数 在 
[0， 1] 上 一 致 收敛 于 r(x 一 1)/(1 + x). 
现在 再 讨论 绝对 值 级 数 的 收敛 性 . 因为 


f D z)z^| - (1 - x) Soa" 5 s(x) - 6 0s rx I, 


n=1 nc 0 uz]. 
所 以 级 数 于 (一 1)"(1 一 z)z" 在 [0,1] EAGHICBICT. s(x). 然而 , 由 于 和 函数 s(z) 
在 x = 1 处 不 连续 ， 4. 可见 绝对 值 级 数 (1 一 xz)z" 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛. 
$ 容易 证 明 , 若 级 数 77, lun(z)| 在 [a,b] Eusk, 则 级 数 Y ， 
在 [a.b] 上 也 一 致 收 但 . 上 述 反 例 表 明 , 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 , 甚至 》 六 
绝对 收敛 也 不 行 . 


21. 一 个 绝对 并 一 致 收敛 的 函数 项 级 数 , 它 无 任何 正 项 数值 优 级 数 . 

考虑 级 数 377 Unlx) (0 € z « 1), 其 中 

0, Ü r2 0D uU a gir S 
Un(T) — 4 . 1 o2i9ndl —(n4l 9-n. 
uM wc) 92 D cg 

我 们 先 来 证 明 , 级 数 77 un(e) TE [0.1] 上 绝对 收敛 . 由 于 un(e) > 0, 故 只 
需 讨 论 355 Qus(r) 的 收敛 性 ， E 对 于 固定 的 x, 车 z= 0 R 1/2<rzr <1, 
则 w(xz) = 0 (n = 1,2,---), 故此 时 级 数 之 和 为 0, £i 0 < x < 1/2, 则 唯 有 满 
足 不 等 式 1/27 < r < 1/2 的 一 项 unl) = sin?(27*!s2)/n £ 0, 对 于 其 余 的 
n, un(x) = 0, 于 是 所 论 级 数 是 只 有 一 项 组 成 的 , 因此 它 也 是 收敛 的 . 

我 们 再 来 证 明 , 级 数 un(z) 在 [0,1] E~s. Hk, 令 us(r) = 
vn(Z)/n, 其 中 


n=l us ( 


0, Ocrs«2-0C*) x27" zxr«l, 
n(x) = 


&n*(2**!gg), 2-00 <r <27. 
因为 对 任何 z e [0, 1] KEX n, 都 有 
0 « 2 vk(r) <1 
k=1 
即 级 数 S7 ,un(z) 的 部 分 和 在 [0,1] 上 一 致 有 界 ; 而 序列 {1/n} 对 每 一 x 都 是 


单调 的 , HM n 一 oo 时 , 对 于 0 € z € 18 r Kii, 它 一 致 地 趋 于 0, 于 是 ,由 
Dirichlet 判别 法 知 级 数 


在 [0.1] 上 一 致 收敛 . 

最 后 证 明 , 所 论 级 数 不 能 用 收敛 的 正 项 数值 级 数 作为 其 优 级 数 . 事实 上 , 假若 
有 优 级 数 SEC, Mn 存在 , 那么 对 于 区 间 [0, 1] 上 的 任何 z, 都 应 该 有 |un(z)| < Ma. 
HEX, M, 收敛 . 设 n 是 任意 的 正 整数 , 则 恒 有 落 在 区 间 (1/27*!, 1/27) 内 的 ax 


n-l 
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使 sin?(2^* 1543) > 1/2, 对 此 r, 将 有 
ualr) = E sin? (2**!g5) > E 
BOVA Mn > Jus (x)| > 1/(2n), 从 而 级 数 375 , Mn 发 散 , 这 与 所 设 Moi Ma 为 
收敛 的 优 级 数 发 生 矛 盾 . 
注 上 述 反 例 表 明 , 对 某 些 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 , 是 不 能 用 Weierstrass 的 
MT- 判别 法 去 判别 的 . 


22. 一 个 一 致 收敛 的 可 微 函 数 序列 , 其 导 函 数 序列 的 极限 不 等 于 极限 函数 的 导数 . 


H ERKUT J 
falei = - arctanzr", —oo«zr«-oo m-—12,-., 
显然 , 对 任何 z € (—oo, +0), 都 有 
f(x) 一 0| — É arctan z” | < an 


EE n > 7/(2e) 时 , 就 有 
Ifa (x) — 0| <€. 


由 此 可 见 , 函数 序列 {fn} 在 (一 00, 十 oo) 上 一 致 收敛 于 0. 
男 一 方面 , 我 们 有 


( lim fa(z)) =0, lim f(1)= lim (Es) = 
noo sï ! nawo” mn 一 co V1 +g?” ia 2 
(im fi(0)) — lim fi). 


应 当 注 意 ， 如果 再 加 上 条 件 : FRUTI (2) 在 所 论 区 间 上 一 致 收敛, 那么 
( lim fn(z)) = lim "aca 
(参看 [7]，p.641)， 因 此 , 想 要 这 种 例子 得 以 存在 , SEPRABUT PU RS RII EAS BE 3 — 
致 的 . 
我 们 甚至 可 以 构造 一 个 一 致 收敛 的 无 穷 可 微 函 数 序列 ， 其 极限 函数 无 处 可 微 . 
例如 , 设 
Snl) = 5 b* cos(a s), 
k=0 
此 处 0 < b< 1,a 为 一 正 奇数 , H ab > 1+ 3r, 则 对 每 一 n，sn(z) 在 R 上 无 穷 
可 微 , 且 {sn} 在 R! 上 一 致 收敛 于 某 个 连续 函数 s(x). 但 是 , 极限 函数 s(z) 在 R! 
上 无 处 可 微 (参看 第 三 章 例 29). 
注 假若 fun(z)} 是 区 间 [a,b] 上 的 可 微 函 数 序 列 , 那么 是 否 必定 存在 实数 序 
列 {en}, cn 0, 使 级 数 六 cnun(7z) 在 [a,b] 上 收敛 于 一 个 可 微 函 数 ? 
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Croft 55] 指出 , 若 对 每 一 mn, ul (x) 在 [a,b] 上 有 界 , 则 这 样 的 实数 序列 {cn} 是 
存在 的 ; 若 并 非 对 每 一 nuw'(z) 在 (a, b] 上 有 界 , 则 这 样 的 实数 序列 {cn} 未 必 存 
在 . 他 构造 了 一 个 在 [0,3] 上 一 臻 有 界 的 可 微 函 数 序列 Cus (7) ), 而 不 存在 实数 序列 
{cn}, cn Æ 0, 使 级 数 > ;cnun(z) TE [0,3] 上 收敛 于 某 个 可 微 函数 . 


23. 一 个 一 致 收敛 的 无 穷 可 微 函数 序列 , 其 导 函 数 序列 无 处 收 伪 . 
设 falx) = (sinnz)/y/mn,n = 12, 则 访 在 (-oo,+oo) 上 无 穷 可 微 , H. 
{fn} 在 (700, oo) 上 一 致 收敛 于 零 . 另 一 方面 ， 
f (z) = Vncosnr, n= 1,2,.::, 
显然 , {F1} 在 (—o0, +00) 上 处 处 不 收敛 . 


24. 一 个 非 一 致 收敛 的 可 微 函 数 序列 ,其 导 函 数 序列 的 极限 等 于 极限 函数 的 导数 . 


A 
TL xë 
nlg) = —, O0<zr<l 
k 
k=1 
则 
5 (m) 和 gh 
k=1 
所 以 i , 
"M — T” - 
lim sn (£) = lim TF T 
X 
lim sn(z) = ln Te 
所 以 
( lim sa(z)) = "ges 
因此 


im sn x) = ( tim. sn(2)) i 
然而 , 函数 序列 {sa} Æ [0,1) 上 并 不 一 致 收敛 (参看 例 16). 
25. [0,--oc) 上 的 一 个 一 致 收敛 于 零 的 广义 (R) 可 积 函 数 序列 {fn TERAN 
(o ”fn(z)dz} Zik. 
在 [0, +20) 上 如 下 定义 函数 序列 : 
l/n, 0g<zgn, 


fals) = 


0, x n?, 
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则 {fa} 在 [0, +0) 上 一 致 收敛 于 0, 且 对 每 一 n, fa 在 [0, 十 oo) 上 都 是 广义 (R) 
可 积 的 . 但 i 
lim f fn(x)dz = lim n = oo. 


n— oo 0 
26. [1, +œ) 上 的 一 个 一 致 收敛 的 广义 (R) 可 积 函 数 序列 ， 其 极限 函数 并 不 广义 
(R) 可 积 


l/s l&msmn, 


fn(z) = fs - ifs. 
0, T > 0, 
对 任 给 的 e > 0, 取 正 整 数 N = [1], W n > N 时 , 对 一 切 x € [1, 4-00) 都 有 
| T) 一 f(z)| «E. 


因此 , (fa) 在 [1, +0) 上 一 致 收敛 于 f. 又 对 每 一 n. fa 在 [1,--oc) 上 都 是 广义 
(R) 可 积 的 . 但 是 , f 在 [1 +) 上 并 不 广义 (R) 可 积 . 

注 ”容易 证 明 , 对 于 一 致 收敛 的 (o) 可 积 函 数 序列 , 其 极限 函数 也 是 (R) 可 积 
的 . 上 述 反例 表明 , 对 于 广义 (R) 积分 而 言 , 相应 的 命题 并 不 成 立 . 


第 七 章 
点 集 的 测度 


0. 引言 

这 一 章 例子 处 理 的 是 RI 中 点 集 的 Lebesgue 测度 , 也 涉及 Borel 测度 , 基本 定 
义 和 性 质 给 出 如 下 : 

i G 为 R! 中 的 非 空 有 界 开 集 , W G 可 表 为 : 


G = Jor, br), 
HP (ak, Bk) 等 互 不 相交 , 它们 是 G 的 构成 区 间 . 我 们 规定 开 集 G 的 测度 为 它 的 
一 切 构成 区 间 的 长 度 之 和 , 并 记 为 mG : 
mG = >》 (pH — Ok). 
不 难看 出 , mG < oc. i 
i FOR 中 的 有 界 闭 集 , 任 取 一 个 包含 F 的 开 区 间 (a,b), 4 G — (a, b) NF, 
则 G 为 有 界 开 集 . 定义 闭 集 Pos RS 
mF —b-a- mG. 
可 以 证 明 , 的 测度 与 区 间 (a,b) 的 选择 无 关 . 
Wt E Æ R 中 的 有 界 集 , 所 有 包含 E 的 开 集 的 测度 的 下 确 界 称 为 E 的 外 测 
RE. mE: 
m*E- pos mG. 
所 有 含 于 OE 中 的 闭 集 的 测度 的 上 确 界 称 为 E 的 内 测度 , 并 记 为 m.E : 
mE = sup mF. 


FCE 
易 见 , mE S m*E. 
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WE AUR UE, 当 m. E = m* E WI, F& E X Lebesgue 可 测 的 , 简称 E H (L) 
可 测 集 或 可 测 集 . 这 时 E 的 外 测度 或 内 测度 称 为 E 的 测度 , 并 记 为 mE. 

以 上 我 们 定义 了 有 界 集 的 (L) WE. 如 果 E JE nt 中 的 无 界 集 , 而 且 它 与 任何 
开 区 间 之 交 是 可 测 的 , SUPR E Æ (L) 可 测 的 , 简称 E 是 可 测 的 , 其 测度 定义 为 

im m((—o,o) n E), 

仍 以 mE 表示 E 的 (L) 测度 . 当 E 可 测 时 , 这 个 极限 恒 存 在 , 但 mE 可 能 为 有 限 
也 可 能 为 无 穷 大 . 当 E 为 有 界 可 测 集 时 , 此 极限 值 与 前 面 定义 的 测度 相 一 致 . 

可 测 集 (有 界 或 无 界 ) 的 性 质 : 

1° E 可 测 当 且 仅 当 Ec 可 测 . 

2° 设 Ei, E» 是 两 个 可 测 集 , E, C E», 则 

mE, < mE. 

3* 设 Ei, Eo 是 两 个 可 测 集 , 则 ENE: 也 可 测 . 车 ES C Ei, 且 mE < oc, 

则 
m(EINE2) = mE, — mE». 


4^ 设 E — Ug Er, 每 个 Er 都 可 测 , 则 E 也 可 测 . 又 如 果 Ey 等 互 不 相交 ， 
则 还 有 


oo 
mE = > mEj,. 
k—1 


性 质 4° 说 明 对 于 可 测 集 来 说 , 测度 是 完全 可 加 的 ， 
5° i E-n, E. 且 每 个 E, 都 可 测 , 则 E dup. 
6° ik {En} 是 渐 张 的 (Bl, E; C E» C ---) 可 测 集 序列 , S E — U% En, M 
对 任意 点 集 T, 有 
m*(T NE= Jim m* (T n) En): 
特别 有 , 诸 集 En 之 并 的 测度 等 于 为 ,的 测度 当 一 oo 时 的 极限 : 
mE 一 Jim mEn. 
7° ik {En} 是 渐 缩 的 ( 即 , E; 5 E 2 …) 可 测 集 序列 , 令 E = mg En, 则 
ME m*T « oo 时 ,有 
m*(T n E) — im m*(T n En). 
特别 有 , 当 mE, < oo Bf, 诸 集 E, 之 交 的 测度 等 于 En 的 测度 当 一 oo 时 的 极 
限 : 


mE = lim mEn. 
n-—oo 


sei E 是 可 测 集 , 则 存在 Gs WE 4 5 F, WE B, WEADEDBH 
mE = mA = mB. 
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9° i h WER, E 为 R! 的 子 集 , XF v6 E, S Tr 为 平移 变换 ,T imo rh, 


ThE = {Tpx : x € E}, 


WEEKE 的 h PRIR. 对 于 任意 点 集 E, ThE 的 内 、 外 测度 都 保持 不 变 , 从 而 
当 E up T,E 也 可 测 , 且 有 
m(T E) = mE. 

这 种 性 质 称 为 Lebesgue 测度 关于 平移 的 不 变性 

10° 不 可 测 集 是 存在 的 (参看 例 15) 由 此 不 难 推出 , 车 mE > 0, 则 E d 
有 不 可 测 的 子 集 . 

凡 属 可 以 从 开 集 出 发 , 用 取 余 集 , 取 有 限 或 可 数 个 集 的 并 或 交 的 手续 而 得 到 的 
集 , 统称 为 Borel 集 或 Borel 可 测 集 , 简称 (B) 可 测 

11? (B) 可 测 集 必 是 (L) TWE, 其 逆 不 真 (参看 例 34). 

关于 点 集 测 度 的 上 述 性 质 的 证 明 , 可 参看 [8], [14] 和 [27]. 

本 章 的 某 些 例子 , 还 需要 同 胚 映 射 的 概念 . 设 4, B 都 是 R! 的 子 集 , 了 是 由 A 
到 B 上 (BJ, F(A) 2 B) 的 一 对 一 的 映射 , 如 果 三 及 其 逆 映 射 广 ! 都 是 连续 的 , 则 
Wk f 是 4 到 BB 上 的 同 胚 映射 或 拓扑 映射 如 果 存 在 从 4 到 B 上 的 同 豚 映 射 , 则 
称 4 与 B 是 同 胚 的 . 
1. 一 个 渐 缩 的 可 测 集 序 列 (E,), 使 m(lim, sss En) z lim, s mEn. 

ft R! TUR E, = (z:r 2 n}, W mE, = +00, 而 m(limn_jw En) = 0, 所 以 

m (Jm Pa) v m m&. 

iE 若 再 加 上 条 件 mE, < +, 则 m(lim, s; En) = limno mE, (参看 本 
章 的 引言 ). 
2. 一 个 含 于 有 限 区 间 中 的 可 测 集 序列 {En}, 使 limo mE, 存在 , 但 mlimo 

En) z m(lim, ,,, E). 


集 序 列 {En} 的 上 极限 和 下 极限 分 别 定义 并 表示 为 


im B 2 V Em, Da En = V 2 Em. 


n—lm-n n-—lm-n 
序列 {En c c5 HAL lim; ,= En = P ,这 时 序列 {En} 收敛 于 这 个 公 
IHE. id f E lima so Es. 
我 们 考察 如 下 的 集 序 列 : 
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显然 , E, c(-2,2)(n21,2,-..). X 


lim En =z N U Em 


n=l m=n 


N (i i sn| 


n 为 奇数 n 为 偶数 
= [1,1 
co oo 
lim En = U N Em = Dto) = = {0}. 
n-—oe, n=] m=n n=l 


因此 
m ( īm E,) =2#m( lim E,) ex il), 
nte n-—oo 
虽然 lim, soo En 不 存在 ， 但 是 lima. oo MEn 存在 且 
lim mE, = lim (: 3 3 n 
oo n-3oo n 


TL— 


3. 一 个 可 测 集 序列 {En}, 使 m(lim, iss En) < limno mEn. 
取 E, = [n — 1, n], M mEn = 1, 所 以 imanoo mE, =1. 但 是 
oo oo 


所 以 m(lim, .4; En) = 0. 因此 
m ( Jim. En) < im. mEn. 
HAB. din En) < oo, 则 有 
m (Ti lim S) z im. mEn. 
ERANT cio, 条 件 m(U9e. MON i < 十 co 是 不 可 少 的 . 


4. 测度 为 零 的 不 可 数 集 . 


1 
N (i-a 


第 一 章 例 31 中 的 Cantor 三 分 集 C 是 一 个 非 空 完 备 集 , 所 以 它 是 一 个 不 可 数 


集 . 因为 从 闭 区 间 [0, 1] 中 取 走 的 开 集 G 的 测度 为 


所 以 
mC = m([0, 11NG) 21—1 — 0. 


注 容易 证 明 , 有 限 集 或 可 数 集 的 测度 是 零 . 上 述 反 例 说 明了 这 个 陈述 反 过 来 


是 不 正确 的 . 
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任 给 实数 a (0 < a < 1), 在 [0.1] 中 可 构造 一 个 测度 为 a 的 完备 疏 集 . 

4 r= (1—a)/(3 — 2a), 则 0<r<1/3. 我 们 先 从 闭 区 间 [0,1] 中 取 走 中 间 长 
度 为 7 的 开 区 间 , 第 二 次 从 余下 的 两 个 闭 区 间 中 各 自 取 走 中 间 长 度 为 r? 的 开 区 间 ， 
第 三 次 又 从 余下 的 四 个 闭 区 间 中 各 自 取 走 中 间 长 度 为 r? 的 开 区 间 , 如 此 继续 下 去 . 
这 样 , 全 部 取 走 的 开 区 间 的 总 长 度 为 

œ =r + 2r? c Ar? re 2r (2r? +] = r/(1 — 27). 
是 , 余下 之 集 的 测度 为 
l—o-(1-—3r)/(l— 2r) =a. 
用 这 种 方法 得 到 的 集 通常 称 为 具 正 测度 的 Cantor K, CEARR. 


6. 直线 上 的 一 个 稠密 开 集 , 它 的 余 集 的 测度 为 无 穷 大 . 
命 (一 00, 十 oc) 内 的 全 体 代 数 数 为 


01,02,*** ,Qnm,^7* , 
对 于 任 给 的 正 数 a, 令 
E E 
Ia = (an= zr an + qui): n = 1,2,.… 


则 G= UOS gdr 为 (一 oo， 十 oo) 内 能 一 个 稠密 开 集 ， H. 


mG < >》 ml = SN efr SE, 


n=] n=1 


因此 , 它 的 余 集 (—oo. +eo)NG 的 测度 为 无 穷 大 . 

注 这 个 余 集 是 超越 数 的 完备 朴 集 . 于 是 , 我 们 得 到 了 一 个 测度 为 无 穷 大 的 超 
BERTI E riii S. 
7T. 一 个 开 集 , 它 的 测度 不 等 于 它 的 闭 包 的 测度 . 

i E [0,1] 中 具有 正 测度 a (0 <a<1) 的 Cantor 4E, W G = (0, 1INLE 为 
一 开 集 , 且 mG — 1 — a. 由 于 G 在 [0,1] 中 稠密 , 所 以 G = [0,1], AM mG = 1. 

更 为 有 趣 的 例子 可 如 下 作出 : 

设 ma mn 为 (06, too) 内 的 全 体 有 理 数 , 对 于 任 给 的 正 数 8, 令 
i tu aer) n=l 
并 令 G = Uf? AL, M G 为 开 集 , H mG < e. 显然 , G YE (一 co, +eo) 内 稠密 , 所 以 
mG = 十 oo. 

注 由 于 有 理 数 在 直线 上 是 稠密 的 , 因而 可 能 会 给 我 们 造成 一 种 错觉 : “认为 
取 走 以 每 个 有 理 数 为 中 心 的 开 区 间 后 (不 管 这 种 开 区 间 的 长 度 多 小 ), 整个 直线 似乎 
就 荡然 无 存 了 ". 上 述 反 例 说 明了 这 个 结论 是 不 正确 的 , 其 实 , 剩 下 的 无 理 数 还 可 以 
有 如 此 之 多 , 使 得 它们 所 成 之 集 其 测度 为 无 穷 大 . 


In = (rn Ez 
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8. —TIÉRRSERSE, 其 闭 包 具有 正 测度 . 


WF 是 [0,1] 中 具有 正 测度 的 Cantor Æ, E 为 F 的 全 部 邻接 区 间 的 端点 所 
成 之 集 , 则 E Xn me. 从 而 mE = 0. X. E = F, MUI mE = mF » 0. 
9. 使 得 每 个 实数 都 是 凝聚 点 的 零 测 度 集 . 

WE R 的 子 集 , 假如 每 一 个 包含 xo 的 开 区 间 (ab) 一 定 也 包含 E 中 不 
可 数 的 无 限 个 点 , 则 称 zo 为 E 的 凝聚 点 . 

现在 我 们 来 构造 具有 所 需 性 质 的 零 测度 集 . 显然 , 一 个 集 的 测度 为 零 , HA 
当 它 是 零 测 度 集 . 因此 , 我 们 从 Cantor 三 分 集 C 出 发 , 对 任 一 闭 区 间 [a, 8], 其 中 
a < B, 定义 集 

Ciani = {a+ (B— o)r:xz € C), 
则 mCt. 3; = (8 — a)mC = 0. 由 于 C ERE, 故 不 难看 出 ,Cia.al 也 是 完备 
股 B HE Coa 集 的 并 集 , 这 里 0,8 为 有 理 数 , H a < B, 则 B 是 可 数 个 

测度 Sade 因此 , 它 也 是 一 个 测度 等 于 零 的 集 . 另 一 方面 , 因为 每 个 开 区 
间 I 必定 包含 一 个 Cls jg 集 , 而 每 个 Cis p 又 都 是 不 可 数 集 , 所 以 每 个 实数 必然 是 
B 的 一 个 凝聚 点 . 
10. [0,1] 中 测度 等 于 1 的 第 一 纲 集 . 

i A, 为 [0,1] 中 测度 等 于 (n — 1)/n 的 任 一 Cantor 集 , n = 1,2,- , 再 设 
A = U An 因为 A, ER, m = 1,2,.… ,所 以 4 是 第 一 纲 集 . 另 一 方面 , 因为 

mA, —-(n—1)/n& mA€1 (n=1,2,..), 

所 以 mm4 = 1. 
11. [0.1] 中 测度 等 于 零 的 第 二 纲 集 . 

Wk A 是 例 10 中 的 第 一 纲 集 , 则 它 的 余 集 B = [0.1] V A 是 第 二 纲 集 (因为 如 
果 它 是 第 一 纲 集 , 则 区 间 [0, 1] 将 是 两 个 第 一 纲 集 的 并 集 , 从 而 也 是 第 一 纲 集 , 但 这 
REX), WH mB — 1— mA — 0. 
12. [0,1] 内 一 个 两 两 不 相交 的 完备 朴 集 序列 , 其 并 集 的 测度 为 1. 

先 在 [0， Hi 内 作 一 测度 为 1/2 ise iL HS Ei. EY 的 各 个 邻接 区 间 为 (ani 
B3), i 二 1,2; ,再 在 每 个 (a1;,B1i) 中 作 一 3 (81; —03,)/2 ff) E fiit S Eri, 则 

-人 


A, Ez = El U (UZ Fini) USE RERUR, 且 


] 1 3 
mE 一 mE; +m V Exi | = 2 十 1 E ri 


i=] 
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再 次 , 在 Eo 的 每 个 邻接 区 间 (azi, Bi) 内 作 一 测度 为 (B: — aoi)/2 fs fii 


集 Ezi, 那么 
TIL (Ù 2 = z 
i=l 


于 是 , 集 Es— EU (UZ Ez) CEKAME, H 


E 3 1 7 
mEs = mE + m U gs xu i. 


继续 这 个 过 程 以 至 无 穷 ， 我 们 就 得 到 下 面 可 数 个 两 两 不 相交 的 完备 疏 集 : 
Ba, Ern Bo Bla sy 


Eoi, E22, E23,°:: , Eois, 


Ekis Ex», Erga Ekis 7o > 


mt (e)s «(s 


“|U Jan) = gem 
因为 上 述 诸 集 两 两 不 相交 , 所 以 这 些 集 的 并 集 的 测 度 等 于 它们 的 测度 之 和 , 因此 ， 
四 Ba) o IU 四 Zr 
=> + teet ga E 

这 样 一 来 , 上 面 作出 的 完备 朴 集 序列 Ei, Ex; (k = 1,2,… ;i = 1,2,---) 满足 所 需 
的 条 件 . 
13. [0.1] 中 测度 为 零 的 不 可 数 的 稠密 集 

W E 是 例 12 中 的 两 两 不 相交 的 可 数 个 完备 踊 集 的 并 集 , 则 (0, 1] N E Æ [0, 1] 
中 的 不 可 数 的 稠密 集 , H m(0,1]V E) 21—1- 0. 
4'. [0,1] 中 的 一 个 可 测 集 E, 使 对 任 一 非 空 开 区 间 7 C [0,1], 恒 有 mU N E) > 

0, m(I n E*) » 0. 

WS) 是 小 于 1 的 正 数 序列 , 使 

`> An < 十 oo， 


n=l 
对 每 一 正 整 数 n, 在 [0,1] PNfEHIPRSELSE An, 使 mA, = àn (参看 例 6). 在 作 
集 A, 时 , 我 们 总 是 可 以 假定 被 删 去 的 开 区 间 ( 即 An 的 邻接 区 间 ) (pi, qi) 的 长 度 


同时 ， 


"" 
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qi — pi 小 于 1/m 这 是 因为 , 假若 对 某 个 开 区 间 (pqi) 有 qi — pi > 1n, 那么 我 
们 总 是 可 以 插入 有 限 个 分 点 而 使 每 个 子 区 间 的 长 度 都 小 于 1/n, 再 把 这 些 分 点 并 人 
An, JU 4， 仍 为 闭 的 朴 集 且 测 度 不 变 . 

现在 我 们 来 构造 集 序列 (Bu). 令 Bi = Av 在 Bi 的 每 个 邻接 区 间 (ai, bi) 
的 闭 包 jabi] 中 作出 一 个 集 , 它 是 集 A 通过 由 [0,1] 变 到 [ai b;] 上 的 一 一 映射 
1 三 (一 az+w (£ € Aa) 而 得 到 的 . 对 Bi 的 每 个 邻接 区 间 的 闭 包 , 都 按 上 述 方 
式 构造 一 个 集 , 这 种 集 的 全 体 和 Bi 的 并 集 记 作 Ba. 在 B» 的 每 个 邻接 区 间 (ai, bi) 
的 闭 包 [asi] 中 作出 一 个 集 , 它 是 集 As 通过 一 个 由 [0, 本 喘 到 [oi, 上 的 一 一 映 
射 y = (b; — aj) +a; (x € Aa) 而 得 到 的 . 这 种 集 的 全 体 和 B» 的 并 集 记 作 Ba. 如 
此 继续 以 至 无 穷 , 于 是 我 们 得 到 一 个 集 序列 (B). 令 


E- U Bn. 


n-1l 
我 们 将 要 证 明 , 4€ E 具有 所 需 的 性 质 . 为 此 , 任 取 非 空 开 区 间 TC (0, 1]. 由 于 An 
的 每 个 邻接 区 间 的 长 度 都 小 于 1/n, 因而 由 B, 的 构造 法 可 知 ，B,, 的 每 个 邻接 区 
间 的 长 度 也 都 小 于 1/n. FÆ, 我 们 可 以 选取 自然 数 m, 使 Bu, 的 某 个 邻接 区 间 
(p,q) 完全 包含 在 开 区 间 I ZP. 这 样 一 来 , In E 就 包含 了 一 个 由 Amny 通过 映 
Bf y-(q-—p)-4p(r€ Aaa) 而 得 到 的 集 . 因为 MAmy z 0. 所 以 这 个 集 的 测 
度 也 不 等 于 零 (参看 [82], 中 译本 pp.67 一 69), 从 而 
m(I n E) » 0. 


另 一 方面 ， [p, q] N Bm+ı 是 由 | 通过 映射 hi (q — p)x Tp (x = Am-1) 而 
得 到 的 集 , 因而 (参看 [82], 中 译本 pp.67 一 69) 
m([p, q) n Bai) == (q mi p)ym.Aq 4a = (q x p)^m4 . 


=. 


由 此 可 知 
m(|p. q] \ [p, q] N Bm+1) = (1 — Am4 Y(q — p). 
类 似 地 , 有 
m([p. q] N [p, q] Ba) = (1 — Amed — Am42)(q — p), 


等 等 . 因为 {Bn,} 是 渐 张 的 集 序列 , 所 以 
E= lim B,, 


T -— 
[p a] Np. a] 0 E = lim (lp, a] \ [p. a] O Bo); 
于 是 得 到 


m(p. a] Vip. q] n E) = lim mp. a] Vip. a] 0 B). 
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因为 ua As < +o, 所 以 Timp O0 728) #0 (85 [7], p.623). 由 此 可 知 
m ([p. q] Nip. qj Bm+k) = = (1 一 Amaa)(1 — Am42)::: (1 — Amax)(q — p) 
> Ila — àn)(p — q) > 0, 


n=m+1 


从 而 
m(p.q] Vip. a] n E) > 0. 
因为 (p.q) c I. 所 以 
m(1 n E*) > 0. 
注 Grossman? 也 构造 了 m! 中 的 一 个 可 测 集 E, 使 对 任何 非 空 开 区 间 I, 有 
0 < m(En I) < ml. 

即 m(EnI)»0, m(E*nI)» 0. 
15. 不 可 测 集 

将 [-1/2,1/2 中 所 有 的 点 以 下 法 分 类 , 两 点 x 与 y, 当 且 仅 当 x 一 y 是 有 理 数 
时 , 称 z 5 y 属于 同一 类 . WE x € [-1/2,1/2], 将 [-1/2, 1/2] 中 具有 形式 4r (r 
表示 有 理 数 ) 的 点 的 全 体 归 为 一 类 K (x). 这 样 , 对 于 一 个 r, 有 一 类 K(x) 与 之 对 
应 , H xe K(x). 

其 次 可 证 不 同 的 两 类 K(x) 和 Kly) 是 不 相交 的 . 因为 如 果 它 们 相交 , 那么 有 
z € K(x) A K(y). 因而 


z=% +Trz =Y +Ty, 
其 中 rz vy 都 是 有 理 数 , 故 得 
4 三 了 十 Ta 一 TV 
现在 , 假定 te K(y), 则 由 
t—-ytr-2rzct(r.—-ry4T)- zr, 
f$ t € K(x), 从 而 K(y) C K(x). 同 理 可 得 K(x) C K(y), 因此 K(x) = 天 (四 此 
与 假定 相 冲 突 . 
将 [—1/2,1/2] 给 以 上 述 的 分 类 以 后 , 在 每 一 类 中 任意 选 定 一 点 作为 代表 元 素 ， 
这 种 点 1 A. 下面 证 明 A 是 一 个 不 可 测 的 集 . 
有 [一 1,1] 中 的 有 理 点 的 全 体 是 
ro = 0,T1, To. T3,7 a 
Wt 4 经 平移 
Pk(T) — c - Tk 
而 得 集 AL. A TE A, M) pple) E€ Ak; Xf r E Ap, W r-re EA. 特别 是 Ao = A. 
由 Lebesgue 内 、 外 测度 关于 平移 的 不 变性 , 得 到 


MAg = MA =Q, m"'A,-—m*A = f. 
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先 证 
B > 0. (1) 
为 此 首先 证 明 " 
[-1/2.1/2] c |] As. (2) 


k=0 
事实 上 , 当 x € [-1/2,1/23] 时 r 必 属 于 上 述 分 类 中 的 某 一 类 , 设 此 类 的 代表 元 素 是 
zo, 则 z — zo 是 一 个 有 理 数 并 且 一 定 含 在 [71,1] 中 , 因此 
&— T0 = Tk, 
而 x € Ar. 于 是 (2) 被 证 明 . 
由 于 " L 
1 = m*[-1/2,1/2) < m* ( a) < NO mAr, 
k=0 k=0 
RI 
1&4 4:6, 
A (1) 是 真 的 . 
另 一 方面 , 容易 证 明 


SC E, nz m Hj, 
An N Am = 9. (4) 
何以 呢 ? 因为 如 果 有 点 rA] An n Am, 则 
Tn 一 之 一 7m 和 Tm -— Z—Tm 
(显然 是 不 同 的 ) 都 属于 4 而 属于 不 同 的 类 . 
此 事由 
En — Im — Un — Um 
是 一 个 有 理 数 而 知 为 不 可 能 . 由 是 得 (4). 
又 对 于 任意 的 人， 
Ay C [-3/2,3/2] 
(因为 ze Ak AF z= xo ry, 其 中 |zo| < 1/2, [re] < 1/2). 由 是 
U A c [-3/2.3/2]. (5) 
k=0 
由 (5) 及 (4), 得 到 (参看 [27], 中 译本 pp.73—74) 


3 = m,[-3/2,3/2] 2 m. (Ù D > M, Åk, 
k=0 k=0 
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a+tat+ta>+- <3, 


MA < m* A, 
所 以 4 是 一 个 不 可 测 集 . 

如 果 我 们 不 是 从 闭 区 间 [-1/2,1/2 出 发 , 而 是 从 任何 一 个 具有 正 测 度 的 集 E 
出 发 , 施行 同样 的 手续 而 给 以 分 类 , 那么 就 知道 E 中 存在 着 不 可 测 的 子 集 A. 因此 ， 
凡 具 有 正 测度 的 集合 含有 不 可 测 的 子 集 . 

注 其 实 , 还 存在 不 可 测 的 Hamel A. 

Æ H C R! 叫 作 Hamel X, 如 果 对 于 任 一 x € R', 存在 有 理 数 {ra} 及 


{ha} c H, fé 
T = 5 Taha; 
其 中 和 数 是 有 限 项 的 , 且 表 示 法 是 唯一 的 . 
可 以 证 明 , 车 H 是 可 测 的 Hamel Æ, 则 必 有 mH = 0. 因此 , 如 果 H 是 Hamel 
基 , H. m^ H > 0, 那么 H 必定 不 可 测 . 
外 测度 大 于 零 的 Hamel 基 的 存在 性 首先 是 由 Burstin 证 明 的 ，Abian [39.36] 
给 出 了 一 个 不 可 测 Hamel 基 的 简单 例子 . 
16. 一 个 两 两 不 相交 的 集 序 列 {An}, 使 m* (UL An) <P m" As. 
Wr {An} 是 例 15 中 两 两 不 相交 的 集 序列 , 则 对 每 一 mm*4 = 8 > 0, H 
An C [-3/2,3/2], 
因此 , UX; An C [-3/2,3/2]. 由 此 得 到 
m* (Ù D € 3. 
然而 nt m * Ån = = +00, 所 以 
"(Ù D « M mAn. 
n-—l1 n-—l1l 
ik 测度 具有 完全 可 加 性 . 上 述 反 例 说 明了 外 测度 无 此 性 质 . 
17. 一 族 可 测 集 , 其 并 集 不 可 测 . 
设 4 为 一 不 可 测 集 (参看 例 15), 对 每 一 we A, 单 点 集 (a) 是 可 测 的 , 但 其 
并 集 
(J{a}=4 


acA 


并 不 可 测 . 


- 146 - 实 分 析 中 的 反例 [7.19] 


18. 一 族 可 测 集 , 其 交集 不 可 测 . 


设 4 为 一 不 可 测 集 , MERE 4° 也 是 不 可 测 集 , 而 单 点 集 (a) (a € A) 是 可 
WE, 从 而 它 的 余 集 {a}* 也 是 可 测 集 . 但 是 , 交集 
aru (U 2) — A* 
ac A acA 
并 不 可 测 . 
ik 可 数 个 可 测 集 的 并 与 交 仍 是 可 测 集 . 例 17 与 18 说 明了 不 可 数 个 可 测 集 
的 并 与 交 不 必 是 可 测 集 . 


19. 一 个 有 界 的 零 测度 集 E. 使 E+E 为 一 不 可 测 集 . 

设 A, B 为 二 集 , a 为 数 , 令 
A+B={z+y:reAyeB} Acto-írcto:rc€ A) oaA-(aor:ze AJ. 

可 以 构造 一 个 有 界 的 零 测度 集 E, 使 E+E 为 一 不 可 测 集 . 下 面 的 构造 法 属 
于 Rubel [139], 

我 们 用 H 代表 包含 在 区 间 [0,1] 中 的 一 个 Hamel Æ, 使 mH = 0. 于 是 , 对 每 
一 实数 x A 0, 可 唯一 地 表 成 

m h; (rj Z0) (1) 

的 形式 , 这 里 , 和 式 是 有 限 项 的 , ry 为 有 理 数 ， hj € 五 . 满足 上 述 条 件 的 Hamel 基 是 
存在 的 (参看 [150]). 

A 


E, = HU (-H)U (0), 


然后 对 非 负 整数 n, 归纳 地 定义 Enyi 为 
Bt = ES ES, 
于 是 , E, 是 Eo 中 的 一 切 最 多 2" 个 元 素 之 和 所 成 之 集 . 
兹 证 存在 非 负 整数 no, 使 mEn, = 0, m i > 0. 事实 上 , 令 


s= Ü Ü Ls. 


n=0 q=1 
假若 对 每 一 n, 均 有 mEn = 0. 那么 mJ = 0. ym Um a, (1) 式 可 改写 为 
g= plah + azh 4 o anha}, 
XE, b 和 ano- ,an 均 为 整数 , 因而 当 2" > |ai| 十 … 十 |an| 时 , 就 有 
rc iiu: Ga. 

由 此 可 知 , J = RI, 从 而 mag! = 0, 这 显然 是 荒 廖 的. 因此 , 并 非 每 个 E, 都 是 零 测 
度 集 

A n — no +1 是 第 一 个 使 im^ E, > 0 的 整数 , 则 E, d 为 不 可 测 集 . FEE, 
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假若 E, 可 测 , 则 据 Steinhaus 定理 , E, 的 差 集 
D(En) = {xz -y : x € E,y€ En} 


将 包含 一 个 含有 原点 的 开 区 间 了 (参看 [82], 中 译本 pp.72—73). 于 是 由 Ek = -Ep 
可 知 ， Enoy E Pagi F Eni 包含 开 区 间 I. 但 
IctIq4eo— R, 


这 蕴涵 了 表达 式 (1) 中 的 ry 均 可 取 作 整数 . 这 显然 是 不 可 能 的 , 因为 若 he H, 则 
lh 就 不 能 唯一 地 表 为 (1) WERT. 因此 , E, 不 可 测 , 故 E = En RAMEN 
性 质 . 


20*. R! 的 一 个 子 集 A. 使 4 和 A 的 每 一 可 测 子 集 其 测度 均 为 零 . 


A 


G= {r:r =r +n, r 为 有 理 数 , n HERO, 
CGO 三 (z:r—r4 2nV2,7 为 有 理 数 , m 为 整数 }， 
G1 = (r:r—r-4(2n-&1)V2,r 为 有 理 数 , n 为 整数 }. 
易 见 , Gom Gi = Ø, Gi = Go + v2, G = GoU Gi- R! 中 所 有 的 点 以 下 法 分 类 ， 
两 点 Zz 与 y, SHI x-y EG 时 , 称 这 与 y 属于 同一 类 . 容易 证 明 , 不 同 的 两 
类 是 不 相交 的 . 
将 R! 给 以 上 述 的 分 类 以 后 , 在 每 一 类 中 任意 选 定 一 点 作为 代表 元 素 , 这 种 点 
的 全 体 记 作 E.S A-E- e 即 
= {e + go:e€ E, go € Go}. 
效 证 A 的 每 一 可 测 B, 均 有 mB = 0. 事实 上 , 假若 存在 A 的 某 个 可 测 子 
4E B 而 有 mB > 0, 则 存在 某 个 开 区 间 (—e,6) 使 
(-&,e)C(r-y:v € B.y e B) 
(参看 [82], 中 译本 pp.72—73). 由 于 B C A, 故 
(-5,2) C [Ür- y:r € A. y € A). 
因为 Gi 在 R! 中 稠密 , 故 Gi N (—e,2) x e. 从 而 
Gin(ír-y:r€ Ay c Ag Z 9. 
然而 这 是 不 可 能 的 , 因为 (zr—y:ve A, y e A) 的 每 一 元 素 可 表 成 el -ez 二 go 的 
形式 , 其 中 ei, 62 € E, go € Go, 所 以 它 不 能 属于 Gi ($f e1 — e2 + go = gı € Gu, W 
可 推出 ei = ez,go = gi, 从 而 Go Gi z 9, 4). 因此 , 4 的 每 一 可 测 子 集 其 测 
EUNE. 
其 次 , 不 难看 出 4° = EG, 于是, 4° = A+ V2. 由 此 可 见 , AC 的 每 一 可 测 
子 集 必 可 表 成 B+ V2 的 形式 , 其 中 B 是 4 的 某 个 可 测 子 集 . 因此 , A* 中 不 存在 
具有 正 测度 的 可 测 子 集 . 
容易 看 出 , 4 是 不 可 测 集 . 


|d8: 实 分 析 中 的 反例 [7.21] 


注 在 自然 数 集 的 势 No 和 实数 集 的 势 wv 之 间 是 否 有 势 / 适合 
No <u<N, 

这 是 尚未 解决 的 一 个 难题 , Cantor 预料 没有 这 种 u, 这 是 Cantor 的 假设 . 人 们 往 
往 称 此 假设 为 “连续 统 的 假设 .” 

Sierpiński [15 指出 , 在 连续 统 的 假设 下 , 存在 不 可 测 的 实数 集 , 它 的 每 个 可 测 
子 集 都 是 可 数 的 , Dressler 和 Kirk 68! 进一步 作出 了 这 种 例子 . 
21. 对 每 一 有 理 数 a, 使 {x : f(x) = a) 均 为 不 可 测 集 的 函数 f. 

设 Q 为 有 理 数 的 全 体 , f 为 具有 性 质 f(e +y) = f(z) + jy) 的 无 处 连续 函数 
(参看 第 二 章 例 61). 对 每 一 a e Q, 可 定义 R 中 的 点 集 

Ma = {2 : f= a} 

可 以 证 明 , 诸 集 Ma 均 为 不 可 测 集 . 

假若 不 然 , 不 妨 设 Mo = {x : f(x) = 0) 为 可 测 集 , 其 测度 为 miMo. 按 定义 易 
知 M, = Mo +a, E Mo +a = (ra: flx) = 0). 显然 , 各 个 Ma 两 两 不 相 
mH 

R' = |] Ma. 
aEQ 

由 此 可 知 mMo z 0. 其 次 , 又 将 证 明 mMo 必 为 0 如 下 : 

第 一 步 先 证 明 下 列 等 式 成 立 : 

Aon Mi; - (A-;n Mi) i, iel, 

其 中 A; = [i,i 十 1) 为 半 开 区 间 , T 为 整数 集 . 

因为 

ze (ANM) e r E [0,1) & f) - zi 


< 一 0<z<1 及 je 下 = 
e——i£r-i«l-iERz-icMi 
—r—i€ (A-; Mi) 
di 2 E (A NMa) +i, 
故 上 式 成 立 , Hei Mi 及 A 的 可 测 性 知 有 
m(Ao N Mı4i) = m(A-,n Mı ). 
于 是 第 二 步 由 


oc 
R! > U U May 


n—2icl 
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知 有 
Ao = (Ao N R!) fan (Ù U u) 
n—2icl 
oo 
= [J UoN Mi) 
n=2 iEl 
KLA 
1-mAo 2m | U Uon Mya) 
n=2 iEl 
= Y m(Aon Mia) 
n=2 ic€I 
oc 
=X > m(A.;n M1) 
n=2 ET 
n—2 icI 
oo 
= img nM) 
n-2 j 
= M mM 
n=2 


= mMo +mMo T, 

所 以 mMo 又 必 为 0. 此 为 矛盾 . 
22. [0,1] 内 的 一 个 不 可 测 集 M, 使 m, M —0, m* M — 1. 

i Ma = (x: f(x) = a) 为 例 21 中 的 集 , A; = fii 4 1). 由 例 21 的 证 明 中 
可 知 

Mo = | J(Mo N Aj). 
i€I 
由 于 Mo 不 可 测 , 故 上 式 右边 至 少 有 一 个 为 不 可 测 集 . 设 Nj; = Mon A; 为 不 可 测 
集 , 于 是 下 面 的 M 为 不 可 测 集 : 
M -(Nj;-jM Mc [0.1]. 

而 且 OM 中 的 点 x 相应 的 函数 值 为 fa) = 一 于 是 由 M 的 不 可 测 性 (从 而 不 可 
TO 及 其 点 相应 的 师 数 值 恒 为 —j 及 f ied E 易 知 M 的 内 测度 为 0, 外 测度 为 1. 

注 还 可 进一步 作出 Ri 的 子 集 M. 使 对 任何 可 测 集 E. 恒 有 

ma(MNE)=0, m (MNE)= mE 

(参看 [82], 中 译本 p.74). 由 此 得 到 , 每 个 可 测 集 E 都 包含 一 个 子 集 , 其 内 测度 等 于 
EMINET E 的 测度 . 


: 150 - 实 分 析 中 的 反例 [7.23] 


Galvin 曾经 构造 出 [0,1] 的 一 组 两 两 不 相交 的 子 集 (E),0 < t+ < 1, 每 个 E, 
的 外 测度 都 等 于 1. 
23. 导数 几乎 处 处 为 零 的 单调 的 连续 函数 . 

it C 是 [0,1] 中 的 Cantor 三 分 集 . 将 C 的 邻接 区 间 (an, Bn) n — 1,2,:…， 
依 下 按 长 度 大 小 进行 分 类 : 第 一 类 是 一 个 区 间 (1/3,2/3), 第 二 类 是 两 个 区 间 (1/9, 
2/9),(7/9,8/9)， 第 三 类 是 四 个 区 间 (1/27,2/27), (7/27,8/27), (19/27, 20/27), 
(25/27,26/27), 依 此 类 推 , 在 第 m 类 中 有 277! 个 长 度 为 1/3” 的 区 间 . 

今 作 函 数 (m) 如 下 : 

1/2, x € (1/3,2/3), 


"T" 1/4, «€ (1/9,2/9), 


3/4, x €(7/9,8/9), 
在 第 三 类 的 四 个 区 间 中 ，b(z) 依次 取 值 1/8,3/8,5/8, 7/8. 一 般 地 ， 在 第 n 类 的 
2n-1 个 区 间 中 , b(z) 依次 取 值 1/25, 3/2", 7/2^,... ,(22 — 1)/2". 这 样 ，b(z) 在 
G = Uf (an, B.) 上 有 定义 , CE G 的 每 个 构成 区 间 (an, Bn) 上 为 常数 , 且 限 制 
在 G 上 为 一 递增 函数 (参看 图 6). 将 (c) 扩充 定义 到 整个 区 间 [0,1] E: 
(x) = sup 6(t), 0(0)—0, 60(1)- I. 


这 样 , g(z) 是 整个 区 间 [0,1] Ef — A ERE RC 


不 难 证 明 , bg(z) 是 一 个 连续 函数 .事实 上 , 因为 9(x) 在 G 上 所 取 的 函数 
值 在 [0,1] 中 稠密 ,所 以 如 果 0(z) 在 某 点 zo 处 不 连续 , 那么 (0(zo 一 ),9(z0)) 或 
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(0(xo), 0(xo4-)) 中 的 一 切 数 就 将 不 是 0(x) 的 函数 值 , 这 与 b(z) 的 函数 值 在 [0,1] 
中 稠密 的 事实 相 违 背 . 因此 , b(z) 是 一 递增 的 连续 函数 , 并 且 V(x) 在 [0,1] 上 几乎 
处 处 等 于 0 (在 G 中 每 点 当然 是 %(z) = 0). 

上 面 定义 的 函数 0(z) 称 为 Cantor 函数 . 

至 于 导数 几乎 处 处 等 于 零 的 严格 单调 的 连续 函数 , 可 参看 例 25. 
24. 函数 上 和 9 具有 相同 的 导数 , 而 f $n 9 并 不 相差 一 个 常数 . 

我 们 知道 , 如 果 上 和 9 具有 相同 的 有 限 导 数 , 那么 f 和 9 相差 一 个 常数 . 在 这 
个 命题 里 , 导 函 数 有 限 这 一 条 件 是 非常 重要 的 , 如 果 去 掉 有 限 这 一 条 件 , 上 述 命题 未 
必 成 立 ， Ruziewicz 191 有 例如 下 : 

(i) 函数 之 构成 . 

pena s > 1, 将 区 间 [0,5] 分 成 三 部 分 ， 取 走 以 3 为 中 点 , 长 为 的 开 区 间 
(S-i iti) 将 余下 的 两 个 闭 区 间 (长 各 2 4) 还 是 分 成 三 部 分 , 取 走 以 被 分 区 间 
的 中 点 为 中 点 ， 长 为 ds 的 两 个 开 区 间 ($ — a5. i yi — d, 35 35). 如 此 继 
续 下 去 ， RUSSE 于 是 , 被 取 走 的 开 区 间 的 全 体 为 一 开 集 , 记 作 Gs; 而 剩 下 来 的 点 
的 全 体 为 一 完备 疏 集 , 记 作 Ps, BI 已 = [0.5] \ Gs. 

于 区 间 [0, s) pide fs(7), EER P, 上 它 的 值 等 于 零 ; 而 在 构造 P. 时 
取 走 的 各 个 开 区 间 上 , f(x) 的 图 形 是 以 这 个 开 区 间 为 直径 且 位 于 r 轴 之 上 的 半圆 
组 成 . 于 是 , y = fs(zx [0, s] 上 处 处 连续 . 令 

F(t) = f f(x)dx, 

易 见 , F(t) Æ [0,s] 上 的 一 个 严格 递增 的 连续 函数 , Fe(s) 应 等 于 所 有 半圆 面积 之 


和 , BI 
2 2 2 
ne- 1G) i) m) n 


d. (u) 为 F(t) fS BRA EE [0, 5] 为 定义 域 的 递增 的 连续 函数 ,Gs (4) 
就 是 所 欲求 的 . 

(i) 导数 的 计算 . 

分 两 种 情形 讨论 . 

a) t, = (u) 不 属于 已 . 这 时 ， folt E 因为 Ft.) = fats), A 

9 = pul T Fy uy 

另 一 方面 , 因为 ts = Pu), 所 以 Felts) = u (对 于 所 有 的 s > 1, 这 个 等 式 都 

成 立 ), 从 而 


Sla 


Flts) = Fi (ti); Lo» 1. (2) 


由 函数 f,(z) 的 作法 及 F(t) 的 几何 意义 , 从 (2) 得 
fs(ts) = fi(t1), sz 之 1. (3) 
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将 (3) 代入 (1), 则 得 
$(u) = $; (u). (4) 


b) ts = Bs(u) 属于 已. 这 时 , (ts) = felts) =0. 由 于 d. (u) 是 递增 函数 ,于 


pl (u) = +00. 


所 以 (4) 仍 成 立 . 

(ii) (u) — y(u 2 不 是 常数 (sz s'). 

FEE, (0) = 8,(0) = 0, 而 B5) = s o (8) = sw, 得 所 欲 证 

下 面 的 例子 是 由 Rey Pastor l?! 给 出 的 . 

ik 0 为 例 23 中 的 Cantor PRÉC 于 单位 区 间 [0,1] 上 定义 函数 h(x), 使 在 
Cantor 集 C 上 它 的 值 等 于 零 ; 而 在 构造 C 时 取 走 的 各 个 开 区 间 (a,b) E, h(x) 的 
图 形 由 两 个 直径 都 在 x 轴 上 的 全 等 的 半圆 组 成 , 对 应 左 半 (a. b) 的 半圆 位 于 x 轴 之 
E, 而 对 应 右 半 (a, b) 的 半圆 位 于 x 轴 之 下 : 


5911/2 
ey 3a - b? j F PELA, 
1 T 1 ， 相反 下 去 g^ 

P 1/2 
Hu b—a m „bta 27" atb ozh 
4 4 : D S l 


于 是 在 区 间 [0,1] 上 处 处 连续 , 最 后 , ix f(r) = 20(x))-h(r) M glx) = 0(x)4-h(c). 
那么 在 0 < x <<1 上 f(x) = g'(x): 对 于 Cantor Æ C 的 每 个 r 来 说 , f'(x) = 
g'(x) = +00; i c 是 构造 C 时 所 取 走 的 一 个 区 间 的 中 点 , 则 有 l) = g'(x) = 一 co; 
在 其 他 的 x € [0,1] VC, fe) = g'(x) = h'(x). 另 一 方面 , f(z) 一 g(x)  0(z), 而 
Olx) 不 是 常 值 函 数 . 
25. 导数 几乎 处 处 为 零 的 严格 单调 的 连续 函数 . 
下 面 的 例子 是 Hellinger 作出 的 . 
在 [0.1] 上 用 归纳 法 作 递 增 的 连续 函数 序列 (Ha) : 设 Ho(r) = v. 假如 Ha (x) 
已 经 按 如 下 方式 定义 , 它 在 区 间 
k k41 nca 
(o, B) = m pd. (k —0,1,2,- ,2"^ 7 
上 是 线性 的 (为 方便 起 见 , 称 它 为 第 n 级 区 间 ), 那么 定义 
Hnri(a ) = Hj (a), Haa (8) E H4(B), 
在 z= HE 上 ,定义 
na (S52) - 353 n. « n un a) 
其 中 入 是 (0,1) 中 取 定 的 一 个 数 ， 而 在 第 n+1 级 区 间 ( CE. B) E, 
Hayal) 分 别 为 线性 函数 . 例如 , ZB. A — 2, 则 H (0) = 0. E —2,Hi(1)—1 
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(参看 图 7). 


sl 


图 7 


从 上 述 定 义 方式 易 知 , 当 Ha (c). 是 递增 函数 时 , Hua (e) 也 是 递增 函数 . 由 于 


入 > 0, 故 从 (1) 得 到 
Hy44 (55) > Hn (225) E 


Hra (2) > H(z), we (a8). 


因此 , 对 任何 z e [0,1], 都 有 
Ho(z) < Hi(z) < Ha(x) 和， 


从 而 


并 且 
Og Mal) < L 
由 此 可 知 , (1, (2)) 在 [0.1] EAEE AER H (a). 

我 们 先 证 H(e) 是 |0,1] 上 的 严格 递增 的 连续 函数 为 此 , 我 们 先 来 计算 H (a) 
TEEME n XMI (an, Ba) = (E, 582) EIE 万 (6) — H (os). 由 函数 Hn (e) 的 
定义 可 知 

nas (SHEE) - ato) = EA Li) — Halan), 


a) E = [Hs (85) a Hn (an )] , (2) 


Hra (Ba) Hgy44 2 


记 (omi. 8544) 是 第 nn 十 1 级 区 间 
c 5 (os EE &)) 5 (im 十 Ba), Ba) 
中 的 某 一 个 , 由 (2) 得 到 


1l 土 入 
Haa (Banta) ws Ha43(0m44) IS EMT 


2 [Hn (B5) m Hy (o4)], (3) 
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从 Hala) 的 定义 知道 ， rara >n 时 
Hy(os) = Halan), Hi(Bn) = H,(B,). 
所 以 令 天 一 oo, 便 得 到 
H(an) = Ha(an), H(B,) = H4(B,). 
再 从 (3) 就 得 到 


H(Bnay1) — H(as41) = LX (8) — H(o4)]. (4) 
重复 应 用 (4), 就 得 到 
l A 
HG) -Hlanr)= I[— ow (5) 


u= l 
从 (5) 得 到 对 任何 n 级 区 间 (an, 8n), 都 有 H(8,) — Hlan) > 0, 因而 H(x) 在 
[0,1] 上 是 严格 递增 的 . 又 , 当 n — oc 时 , 由 (5) 得 到 

TA n 


0 < H(&,) - os) < ( x) TN RT (6) 


由 于 函数 五 (zx) 在 [0,1] 上 是 单调 的 , 于 是 由 (6) 易 知 H(c) 在 (0, 1] 
我 们 再 证 五 (x) 在 [0,1] 上 的 导数 几乎 处 处 为 零 . 因为 H(a) 是 [0.1] 
上 的 单调 函数 ， Euh Lebesgue 定理 可 知 (参看 [6], pp.120—124), [0,1] 上 
几乎 处 处 可 微 . id H' (r) 存在 且 有 限 的 点 的 全 体 为 Eo, 并 令 
E = Eo N (on aco \ {Bn no 
WA mE = 1. 所 以 mE = 1. f£ z € E, JEH. an € x < Bn, 那么 从 (5) 得 到 


n 


ICM 


Bn 一 ue 
当 一 oo 时 , 由 于 无 穷 乘积 1(1 十 ET 是 发 散 的 ， 而 上 式 左边 有 极限 五"(z)， 
所 以 只 有 H'(x) = 0. aUi. 
Gerald 7) 用 简单 的 方法 构造 了 一 个 导数 几乎 处 处 为 零 的 严格 单调 的 连续 项 
数 . 他 的 构造 法 如 下 : 设 g 是 [0,1] 上 的 Cantor 函数 , 即 在 开 区 间 (1/3,2/3) E, 
g(x) = 1/2; 在 (1/9.2/9) E, g(z) = 1/4; 而 在 (7/9,8/9) E, g(x) = 3/4; 如 此 继 
续 下 去 . 然后 , 把 9 连续 地 扩张 到 区 间 [0,1] E. 此 外 , 令 g(z) = 0, 当 z < 0 时; 
g(r)-— 1,4 r»1H. 51L, g 是 (-oo,+co) 上 的 非 减 的 连续 函数 , H. g'(x) =0 
在 (—oo, +00) 上 几乎 处 处 成 立 . 令 
A= {ai,a2,a3,. ,an 
是 实数 轴 上 的 任 一 可 数 稠密 子 集 , 并 令 
= 2 27" g[2" (x 一 an)]. 
dk, f dE (—00, +00) 上 连续 . PORA EL RULER AE. 
事实 上 , 定义 函数 广 的 级 数 在 (一 00, +00) kÆ BUSA. 因此 , f 在 (一 co， 
oc) 上 连续 . Æ za < zi. Bt an 使 za < an < g, W 
g(2" (x1 — a4)] > 0 = g[2" (£2 — an)], 
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g[2" (x1 — am)] 2 9[2™ (xa —am)] (m#n). 
因此 , f(z1) > f(x2), Hl f f& (—00, +00) 上 是 严格 递增 的 . 最 后 , 据 Fubini 定理 
(参看 [39], p.155). 在 (一 00, 十 oo) 上 几乎 处 处 有 
f(x) 一 x g'[2" (x n à; )] =0. 


n=l 
ik 刘 文 BLA 用 比较 一 般 的 方法 构造 了 一 类 导数 几乎 处 处 为 零 的 严格 单调 的 
26. 闭 区 间 上 具有 原 函 数 的 有 界 函 数 而 不 (R) RTT. 
我 们 从 闭 区 间 [0, 1] 去 掉 中 间 的 长 1/4 的 开 区 间 . 然后 从 剩 下 来 的 两 个 财 区 间 
各 去 掉 中 间 的 长 1/4 的 开 区 间 . 在 第 nn 2b, 从 第 n 一 1 步 剩 下 来 的 277! 个 闭 区 间 


各 去 掉 中 间 的 长 1/4" 的 开 区 间 . 无 限 地 继续 这 个 过 程 , 我 们 从 区 间 [0, 1] AAT 
一 列 总 长 度 为 


1 
4 42 4n 3 
的 开 区 间 , R FRUER ARE E. 其 测度 是 1/2. 
现在 我 们 定义 函数 f. 对 m 6 E, S f(x) = 0. # (a, b) 是 去 掉 的 开 区 间 之 一 ， 
则 紧 接 着 a 的 右边 定义 


1 1 Y 
站 


f(z) = (x — a)? sin ; 
r—a 


紧 接 着 8 的 左边 定义 
f(z)2(x— By sin 


S RESET 
B-r 


直至 达到 最 靠近 (0,3) 中 间 的 极 大 值 点 a, D: 在 区 间 (3,3) 内 , 规定 f(z) 等 于 这 
个 极 大 值 (参看 图 8). 


Bi 入 :一生 一 


“156 实 分 析 中 的 反例 [7.27] 


这 样 , 我 们 在 整个 区 间 [0,1 上 定义 了 函数 f, 它 是 连续 函数 . 
显然 , f 在 去 掉 的 各 个 区 间 (a,B) 内 可 微 , 即使 在 a, 处 也 如 此 , 在 这 两 个 点 
的 导数 是 0. 对 充分 接近 a 的 点 m (x a), 我 们 有 
f'(x) = 2(x — a)sin - 2 一 6508 一 一 一 ; 
若 z o, 右 端的 第 一 项 趋 于 0, 而 第 二 项 在 +1 与 —1 之 间 振动 . 在 8 的 左 邻 域内 
情况 类 似 . 
在 点 o, p 处 , 甚至 在 每 个 点 zo € E 处 f'(ro) 都 存在 , JH. 
f' (zo) = 0. (1) 
为 证 明 这 一 点 , 先 设 x ro. Xi r € E, W 
f(z)= f(xzo)-—0—0-2 0; 
若 x 含 于 某 个 被 去 掉 的 区 间 (a, 3), W 
[f(z) — f(zo)| = |f(z)| < (£ - a)? € (x — wo) 
因此 , 无 论 什 么 时 候 都 有 


f(x) — f (xo) 
T — To 

x «xo 时 仍然 如 此 . 令 x — xo, 便 得 (1). 

RFE, f'(r) 处 处 存在 , 但 它 在 E 上 不 连续 . 事实 上 , P oro € E, 则 在 zo 的 每 
个 邻 域内 存在 被 去 掉 的 区 间 的 点 , 因而 也 存在 被 去 掉 的 区 间 之 一 的 端点 ; 但 我 们 知 
道 : 在 这 样 的 端点 , 函数 f^ 的 振幅 等 于 2. 由 于 mE > 0. 因此 , f' 不 可 能 Riemann 
n] fa. 

上 面 的 构造 方法 属于 意大利 数学 家 Volterra (1860—1940). 

iE Goffman "9 只 用 了 初等 的 术语 , 构造 了 [a,b] 上 的 一 个 可 微 函 数 f, fl I" 
有 界 而 不 (R) 可 积 . 

Marcus L111 构造 了 [fa, 中 上 的 一 个 具有 有 界 导 函 数 的 函数 凡 使 记 在 [co, 可 的 
任何 非 空子 区 间 上 均 不 (R) 可 积 . 他 的 作法 如 下 : 

i f [a.b] 上 的 一 个 无 处 单调 函数 , 使 集 

E-íz:if(z)»0) 和 H-—iz:y'(z)«0) 

在 [a,b] A Er Bou. 这 种 函数 是 存在 的 , 参看 [06]. 于 是 , 对 [a b] 的 每 一 非 空子 区 间 
IL 


< |r — xol: 


m(ENI)>0, m(HNAT)>0. 
S D 代表 f' 在 [a,b] EIE ea Pr o E, 则 
DnI»5(EnlI)U(Hnl) 
从 而 m(Dn1I) » 0, ik f' (€ I EHA (R) 可 积 . 
27. (R) 可 积 函 数 f 和 连续 函数 g, 构成 不 (R) 可 积 的 复合 函数 fog. 
设 4 [0,1] 中 具有 正 测度 的 Cantor $, (ai, bi) (i = 1,2,…) 为 4 的 邻接 
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区 间 . 在 [0,1] 上 定义 函数 A g: 
0, Oszczzl, 


l; gil 


1 rcA 
glz) = 1 1 
1 — 5(bi - ai) + z= g(a e), x € (ai, bi), (En 


则 了 在 [0,1] E (R) 可 积 , mi g Æ [0,1] 上 连续 , 这 是 因为 对 任何 x1,z2 € [0, 1], 
都 有 


lg(z1) — g(x2)| < |x1 — z2l. 


然而 , 由 于 


l, ZE 4， 
flg(z)] = | 
0，z €[0,1]\4, 


在 A 上 无 处 连续 , 而 mA > 0, 故 复合 函数 f og 在 [0.1] 上 并 不 (R) 可 积 . 

注 ”这 个 例子 中 函数 复合 的 顺序 不 能 倒置 . 换 句 话说 , 如 果 f 在 紧 区 间 T 上 连 
续 , g (E I E (R) 可 积 , 那么 复合 函数 fog 在 I KUE (R) 可 积 (参看 [118], 
p.153). 

X, 我 们 还 可 以 构造 [0,1] 上 的 (R) 可 积 函 数 f 和 无 穷 可 微 函 数 g, 使 复合 函 
数 fog Æ [0,1] 上 并 不 (R) 可 积 (参看 [76], 中 译本 pp.114 一 115). 
28. 一 个 收敛 的 单调 一 致 有 界 的 连续 函数 序列 , 其 极限 函数 不 (RR) 可 积 . 

先 对 任何 开 区 间 7 — (a,b), 其 中 0 a cb & 1, 以 及 任何 正 整数 n, XE CER 
Jn,I : 


l, 0szmqsea 
1 bzrtzl 
b—a b—a 
gn, (2) — 0, at <z<b 9n 
: b 
E azssócr——. 


2 
线性 ， b- «r«b. 


设 A 是 [0,1] 中 具有 正 测度 的 Cantor 集 , fa 是 4 的 特征 函数 , BI 
l, ZE 4， 
falz) = 
0, xe [0,1] \ 4, 
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{Jn} 是 A 的 邻接 区 间 . 在 [0,1] 上 定义 函数 序列 : 
filz) = gi. s, (£), 
falx) = 92,3, (1)92, 7, (t), 


fam = gn, A (c E)n Js (x r)- D * Qn, J, t). 
不 难 证 明 , fa (n — 1,2,---) Æ [0.1] 上 连续 , 一 致 有 界 , f(x) 2 fayil), 且 对 每 一 
x € [0,1] 都 有 
lim. fn (m) = fa). 
2ji— JH. 由 于 fa 的 间断 点 所 成 之 集 是 A, 而 该 集 具有 正 测度 , 因而 fA 在 [0,1] 
上 不 (R) 可 积 . 
ik 我 们 还 可 进 一 E T 1] Ef usc exc eR M SCR E 2653 n] ote R 
序列 , 其 极限 函数 在 [0,1] 1 R) 可 积 (参看 [76], 中 译本 pp.114—115). 
29. [0,1] 上 的 一 个 可 微 函 数 g, fib g"(0) 存在 , 而 对 任何 5 > 0, g' 在 [0,0] 上 并 
不 (R) 可 积 . 
i f 是 例 26 中 的 可 微 函数 , 并 设 
glz) = a? f (a). 
则 
g'(z) = 2xzf(z) + x? f' (a). 
因为 f(z) 在 [0,1]. 上 有 界 , 所 以 
lim æ f'(x) = 


g" (0) = lim g()-9(0) _ = lim (2f (x) T rf'(x)) = 0. 

效 证 g' (E E nro 这 里 E lé "to. 1] 中 具有 正 测度 的 Cantor 集 (参看 
例 26). 事实 上 , 在 例 26 中 已 经 证 明了 f 在 E 上 无 处 连续 , 于 是 由 g 的 表达 式 可 
All, g^ 在 已 上 也 是 无 处 连续 的 ， 

(E b > 0, 由 五 的 构造 法 可 知 , m([0, 5] 0 E) > 0, 从 而 得 到 g' 在 区 间 [0, b] 
E^ (R) 可 积 的 结论 . 

注 Ballard, Livingston 和 Myers 55! 采用 与 Volterra 相仿 的 方法 , 构造 了 
[0,1] 上 的 一 个 可 微 函 数 g, 使 g"(0) 存在 而 g^ 在 每 个 非 空子 区 间 [0,9] 上 均 不 (R) 
可 积 . 


30*. 一 个 同 胚 映射 , 它 把 一 个 测度 为 零 的 集 映 成 测度 大 于 零 的 集 . 


WE [a,b] 和 [ai bi] 分 别 是 x 轴 上 和 Y 轴 上 的 闭 区 间 . 将 [as b] 等 分 成 三 部 分 ， 
并 取 走 中 间 的 开 区 间 , 记 作 五 . 将 余下 的 两 个 闭 区 间 还 是 等 分 成 三 部 分 , 并 各 取 走 
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中 间 的 开 区 间 , 记 作 Io 和 Ia. 无 限 地 继续 这 个 过 程 , 我 们 从 区 间 Ja, b] 内 取 走 了 一 
列 总 长 度 为 


1 1 

l(b— = n=l, 7d. Ls 

3 a) 4-2 RI wa) 十 …: 十 2 24 a) 十 
1 2 2 n—1 
se (2) pel 
—b-—a 


的 开 区 间 , E Poker SUE nV dU BE y 2 D s LE C. 
我 们 先 着 手 构造 [a,b] 上 的 严格 递增 的 连续 函数 序列 {fn} 为 此 , 先 作 [a.b] 上 
的 线性 函数 fo, 适合 
fo(a)-— ai, folb) = bı, 
且 具 有 常数 斜率 
bi 一 Qi 
ba 
其 次 , 作 [a,b] 上 的 连续 函数 fi, 使 在 a,b WARE D 的 中 点 处 , file) = fole); 
E h E, Ale) 的 图 像 是 斜率 为 9k (0 < 0 < 1) 的 直线 段 ; 在 五 的 左 侧 闭 区 间 上 ， 
f(x) 的 图 像 为 连接 点 (aai) 和 f(e) 在 五 上 的 线段 的 左 端点 的 直线 段 ; 在 厂 的 
右 侧 闭 区 间 上 , fa) 的 图 像 为 连接 fi(r) 在 五 上 的 线段 的 右 端 点 和 点 (5,61) 的 直 
线段 . 
依次 作 下 去 一般 地 , 设 f, 已 经 作出 , 则 fo; 的 作法 如 下 : 它 在 a,b K 
五 ;, 厂 :中 的 前 面 2" 一 1 个 区 间 上 (包括 区 间 的 端点 ) 和 后 面 2" 个 区 间 的 中 点 
处 ， fayi(£) = fale); ER 2 -1+2 = 2"+1 一 1 n [8] E. fri1(z) 的 图 像 都 
是 斜率 为 9k 的 直线 段 ; 在 与 O27] OL 相 邻 的 其 他 区 间 上 ， 户 +a(z) 的 图 像 都 是 
直线 段 (并 使 f... 在 [a.b] 上 连续 ). 图 9 所 示 的 是 函数 fo 和 fi 的 图 像 , 这 里 取 
à4—aj—0,b—b(—1L1,k-—1,0-—1/2. 
这 样 一 来 , B f, 都 是 [e, 世 上 的 严格 递增 的 连续 函数 , FOR XH [a 01]. 
而 且 对 于 n= 0,1,2,- , 有 不 等 式 
[frri(z) — fa(x)| < Bn i a&rm&b. 
因此 , 函数 序列 {所 } 在 (a, b] 上 一 致 收敛 于 某 个 连续 函数 f. 或 详细 写 为 
f(x;0,a,b, a1, bi). 
显然 , f 亦 为 [a,b] 上 的 严格 递增 函数 , 其 值 域 也 是 [a,b], AMEE [a,b] 
到 (a, bi] 上 的 一 个 同 胚 映射 (参看 [7], pp.100—101), 而 且 在 h, 2, E, f(e) 
的 图 像 都 是 斜率 为 k0 的 直线 段 
设 五 在 映射 f 之 下 的 像 为 I, 则 (参看 [82], 中 译本 pp.67 一 69) 
ml; = 0kmli;. 
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ie] 
一 
io | 于 六 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


图 9 
^ 
B= 


并 设 B 在 映射 f 之 下 的 像 为 B*, 由 f 的 严格 递增 性 可 得 


mB* — m (Ü JE Ymi = = Dn ml; = 0kmB. 
i=1 
iij mB — b — a, 所 以 
mB* = (bı — a1), 


因而 车 设 C”* 为 C 在 了 之 下 的 像 ， x 
mC* = — 0) (bi 一 a1) 
也 就 是 说 , 同 胚 映射 f sina C 映 成 测 WX rade C*. 


31'. [0,1] 上 的 一 个 严格 递增 的 连续 函数 o 和 集 A C [0,1], E mA = 0 m 


mq(A) — 1. 
先 作 出 函数 y = f(1;0,0,1,0, 1) (参看 例 30), 并 简称 此 函数 为 p1. vi 的 图 像 
含有 可 数 多 个 线段 , 它们 在 x 轴 上 的 射影 成 一 开 集 Bi. 其 测度 为 1. 今 将 这 可 数 多 


个 线段 中 的 每 一 线段 , 代 以 函数 
f (1,0,a,b,a1,b1) 
ides 其 中 a,ai 及 b,b1 为 此 线段 端点 的 坐标 . 
过 如 此 的 运算 , 我 们 得 到 一 个 函数 wz. 易 见 , 它 也 是 [0,1] 上 严格 递增 的 连 
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函数 pz 的 图 像 亦 含有 无 穷 多 个 线段 , 它们 在 x 轴 上 的 射影 成 一 开 集 Bo. E 
见 ， Bə 为 Bı 的 子 集 ， 且 亦 有 mBə =k 
今 将 由 vi 得 yp 的 方式 逐次 施行 , 就 得 到 区 间 [0,1] 上 的 一 个 严格 递增 的 连续 
函数 序列 {Pn}. 由 Pn 的 作法 可 知 , 对 每 一 zx € (0. 1], 都 有 
1 1 
lex(z) — (m) < 3. — les(z) — ex(z)l < a5; 


loni (2) — en (2I < as 
因而 函数 序列 {yp} 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 某 个 连续 函数 o. 不 难 验证 , v 在 [0,1] 
上 是 严格 递增 的 . 事实 上 , 任 取 £, 62 € [0,1] 且 £i < £o. 则 可 选取 n 充分 大 , 使 得 
on 为 线性 的 某 个 线段 其 在 zx 轴 上 的 射影 含 于 [£1.62] 内 . 设 mi ao (zl < v2) 为 此 
射影 的 两 个 端点 , 则 
plé) < plz), PT1) = Pn(T1), enm) < Pn(22), 
Qn(r2) = p(T2), p(T2) € P(E2). 

由 是 推 得 vo 是 [0,1] 上 的 严格 递增 的 连续 函数 , 其 值 域 也 是 [0, 1]. 因此 , w 是 由 [0, 1] 
到 [0,1] 上 的 一 个 同 胚 映射 . 

以 B, vu 的 图 像 内 诸 线 段 在 x 轴 上 的 射影 , 以 B* 表 此 等 线段 在 y 轴 上 的 
射影 , 则 对 每 一 n, 有 

Brasa € Bx, Bhaya © Bie 


其 次 , 由 以 上 的 构造 可 知 ， 
1101 = MBn, mB;,,-—0mB;, 
或 因 mB, = 1, mBT = 0, 可 见 对 每 一 n, 有 
mB,-1, mB,-0". 
今 以 B 表 所 有 B, ZX, AU B* R B 在 映射 y 之 下 的 像 , 则 
mB = lim mB = 1 
设 p 为 B 的 某 一 点 ,p* B: 的 对 应 点 , 并 设 Dh 为 p 在 映射 om 之 下 的 像 , 则 


pz lim p;,. 
因此 , 若 取 定 正 整数 n, 则 对 所 有 m > n, 点 py 全 部 位 于 Bz 的 某 个 区 间 内 . 由 此 
npn, 点 p* 或 为 此 区 间 的 一 个 内 点 , 或 为 它 的 一 个 端点 . 换 句 话说 ，B* 的 每 一 点 


p' 都 是 每 个 B; 的 某 个 区 间 的 内 点 或 端点 . 于 是 , 若 令 AR 为 B; 中 诸 区 间 的 端点 
所 成 之 集 , 则 有 
B'cB;UA;. 
由 于 4* 是 可 数 集 , 所 以 mA* = 0, 从 而 
mB* € mB? — 0". 
因为 上 式 对 一 切 n 为 真 , 所 以 mB* = 0. 


: 162 - 实 分 析 中 的 反例 [7.32] 


把 区 间 [0,1] PREF B 中 的 点 的 全 体 记 作 A, W mA = 0, 而 4 在 映射 p 
之 下 的 像 记 为 4*, Wu 
mA* —1-— mB* -— 1. 


即 2 把 测度 为 零 的 集 4 映 成 测度 为 1 的 集 A*. 


32. 对 任 一 完备 踊 集 E C [0.1], 一 个 从 [0, 1] 到 [0,1] 上 的 同 胚 映射 f, 使 mf (E) = 

0. 

ERRE EC [0.1], M O< mE «1. $ 

fla) = m([0, x] N ([0, 1] \ E)) 

dn m([0, 1] \ E) 
易 见 , f(0) = 0, (1) 2 1, H. f Æ [0,1] $0 [0,1] 上 的 严格 递增 的 连续 函数 , 因而 它 
是 [0,1] 到 [0,1] 上 的 一 个 同 胚 映射 . 

设 (ox. Bk) (k= 1,2,…) 是 万 的 邻接 区 间 , 则 


[0,1] VE = (J (ar, Ar), 


srs 1. 


k—l 
从 而 " 
m[0, 1] \ E) b= Bk — ox). 
又 因为 
HA) - lac) c ZOBA do. 1] V8) — mi aq] o (fo. 1] V E) 
dà * m(|0, 1] V E) 
- Bk = Ok 
m([0, 1] V .E)' 
所 以 
cö > Bk — ay) 
mf([0. 1] \ E) = 2A) - f(ak)) = mna 
注意 到 
F(E) U f([0, 1] \ E) = [0. 1] 
H 
f(E)n (0, 1 E) = e. 
就 得 到 


mf(E)= 1- mf([0,1] NE) — 0. 


ik 容易 看 出 , (E) 也 是 完备 朴 集 . Diu] IE Sc fo 2e DP I- HTPG TI S fé iic 5. 
其 中 一 个 测度 为 零 而 另 一 个 的 测度 可 以 大 于 零 (参看 例 30). 
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33. 可 测 的 非 Borel 集 . 
B E [0,1] PHARE, H. mE > 0, 4 为 E 的 不 可 测 子 集 . S 
f(x) = m((0, x] A ([0, 1] \ E)) 
m([0, 1] V E) 
则 f E [0,1] 到 [0,1] 上 的 一 个 同 胚 映射 , H. 
mf(E)=0 
(参看 例 32). 由 于 f(4) 是 F(E) 的 子 集 , 故 它 也 是 一 个 测度 为 零 的 集 . 然而 FA) 
RAE Borel 集 . FXE, 假如 f(A) 是 一 个 Borel 集 , 那么 , 由 于 同 胚 映射 把 Borel fi 
映 成 Borel E (参看 [39], p.69), 就 将 导致 4 也 是 Borel E, 从 而 是 可 测 集 的 雇 误 
ik 用 势 的 知识 可 以 证 明 直 线 上 Borel 集 全 体 的 势 是 Ww. 而 Lebesgue 可 测 集 
的 热 为 2*X. 但 2 > N, 所 以 Lebesgue 可 测 集 比 Borel 可 测 集 要 多 得 多 ! 
34. 一 个 同 胚 映 射 , 它 把 一 个 可 测 集 映 成 不 可 测 集 . 
例 33 中 的 集 f(A) 为 一 可 测 集 , 是 [0,1] 到 [0,1] 上 的 同 胚 映射 , 从 而 fo! 
也 是 [0,1] 到 [0,1] 上 的 同上 及 映 射 , 它 把 可 测 集 f(A) 映 成 不 可 测 集 f! [fF(A)] — A. 
注 可 测 集 经 过 绝对 连续 函数 (关于 绝对 连续 函数 的 定义 , 可 参看 第 十 一 章 的 
言 ) 的 变换 , 其 所 得 之 像 仍 为 可 测 集 (参看 [27], 中 译本 p.307). 上 述 反 例 表明 了 
人 命题 中 , 不 能 把 绝对 连续 函数 代 以 同 胚 映射 


35. 一 个 Borel 测度 为 零 的 集 , 其 中 含有 非 Borel 可 测 集 . 

Wt E Æ [0.1] 中 具有 正 测度 的 Cantor E, $ 

m([0, z] N ([0, 1] V .E)) 
J= m((0, 1] \ E) 
则 f 是 [0.1] 到 [0.1] EBS—^- IJERERST, H mf(E) = 0 (参看 例 32)， 因 为 f 
在 [0.1] LAE EIME R, 所 以 f BR [0.1] 中 的 开 区 间 (a, 8) 为 开 区 间 
(fF (o). F(8)) 由 此 可 知 , F(E) 也 是 一 个 完备 疏 集 , 从 而 它 是 Borel 可 测 的 , H. f(E) 
的 Borel 测度 为 零 . 

设 N 是 E 的 依 Lebesgue ER TRISTIS ^ L= f(N),W| L c f(E). 
可 以 证 明 , L 不 是 Borel 可 测 集 . EXE. 假若 L 是 Borel 可 测 集 , 则 由 于 f^! 是 
(0,1] 到 [0,1] 上 的 连续 函数 , 因而 它 把 [0.1] 中 的 Borel 可 测 集 L 映 成 Borel 可 测 
E N = fL) (参看 [39], p.57), 从 而 N 也 是 Lebesgue 可 测 集 , 这 是 矛盾 的 . 办 
Jt. L 不 是 Borel 可 测 集 . 

注 Lebesgue 测度 是 一 种 完备 的 测度 , 即 , 如 果 A 是 Lebesgue WRH. mA = 
0. Tij B c A. A B 也 是 Lebesgue 可 测 集 且 mB = 0. 上 述 反 例 说 明了 Borel W 
度 是 一 种 不 完备 的 测度 . 


OSTAL, 


Osca sel, 
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36. 两 个 Borel 可 测 集 Bi, B5, 使 得 Bi — Bo ={z-y:zeEByEB2} 不 是 
Borel 可 测 的 . 
这 个 例子 是 由 Rogers 作出 的 , 细节 说 明 已 在 [138] F. 
Darst U 进一步 指出 , 存在 实 直线 上 的 Bored 集 B 及 实 直线 的 同 胚 映射 o, 使 
{xz — p(x): x € B} 
不 是 Borel f£. 


37. 两 个 同 胚 的 实数 集 , 其 中 一 个 是 第 一 纲 集 而 另 一 个 是 第 二 纲 集 . 

i C 是 [0,1] 中 的 Cantor 三 分 集 , {Jn} 是 C 的 邻接 区 间 序 列 , 其 中 J, 是 构 
造 C 时 第 一 次 删 去 的 开 区 间 ; Jo 和 Ja 分 别 是 第 二 次 删 去 的 位 于 Ji 左边 和 右边 的 
开 区 间 , 等 等 . 

i {sn} 是 (0,1) 中 的 全 体 有 理 数 . 我 们 先 定义 序列 {rn} 如 下 : 8 ri = s1; 
T2 = Sn, 此 处 的 n 是 使 Sm «T3 的 最 小 正 整 数 ; 设 T3 = Sn, WEARS n 是 使 Sn > TI 
的 最 小 正 整 数 ; IRJA ra = sn, 此 处 的 n 是 使 sn < ro 的 最 小 正 整数 ; WE rs = Sn, 
此 处 的 nn 是 使 ro < sn < ri 的 最 小 正 整数 ; 设 ro = sn, CAE n EIE ri < sn < r3 
的 最 小 正 整数 ; 设 rr = sn, 此 处 的 n 是 使 ss。 > rs 的 最 小 正 整数 . 如 果 这 个 程序 继 
续 下 去 ,在 0 和 1 之 间 的 有 理 数 将 排 成 一 个 序列 {rn}, 它们 的 次 序 关 系 对 应 于 开 区 
间 序 列 {In} 的 次 序 关系 , 如 图 10 所 示 . 换 句 话说, rm < rn SHA Jm 位 于 Jn 
的 左 侧 . 


8 9 10 11 12 13 14 15 
下 
0 TA T2 T5 T1 T6 T3 T? 1 

只 J2 Js Ji Je J3 Jr 
HEIM -J J- 3H 
图 10 


我 们 再 着 手 构造 [0,1] 上 的 一 个 递增 的 连续 函数 .为 此 , 对 每 一 r € Ja. 令 
f(r) = rn, W f E G — UE ,J. 上 有 定义 , 它 在 每 个 J LAWER, 且 限 制 在 
G 上 为 一 递增 函数 (参看 图 6). 将 f 扩充 定义 到 整个 区 间 [0,1] E: 

f=) = supf(t ) f(0-0, f(ü)-1. 


这 样 , f 是 整个 区 间 [0, 1] 上 的 一 个 递增 函数 . 由 于 f(G) = {ra} 在 [0,1] 中 稠密 ， 
所 以 f 在 [0,1] 上 连续 (参看 例 30). 
Wt B 是 Cantor E C 的 邻接 区 间 的 各 个 端点 组 成 , HEURE E — CV B, WW f T4 


B 映射 到 (0, 1) 中 的 全 体 有 理 数 集 {ra} E. 将 E 映射 到 (0,1) 中 的 全 体 无 理 数 集 
(0,1) V {ra} E. 后 一 种 情况 , 在 E 55 (0,1)\ {ra} 之 间 的 映射 是 严格 递增 的 和 双 
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方 连续 的 (从 E 中 诸 点 的 次 序 关系 以 及 与 (0,1) V {ra} 中 诸 点 的 次 序 关 系 的 对 应 
得 出 逆 映 射 的 连续 性 ). 因此 , E 与 (0.1) {rn} 是 同 胚 的 . 也 就 是 说 , 删 去 各 个 “ 端 
点 ”后 的 Cantor 集 同 胚 于 0 到 1 之 间 的 无 理 数 集 . 但 是 , E ERRATEA 
Æ, (0, 1) V {rn} 却 是 第 二 纲 集 . 

38*. 两 个 同 胚 的 实数 集 , 其 中 一 个 是 稠密 集 而 另 一 个 是 琉 集 . 

在 例 37 P, 把 (0,1) 中 的 有 理 数 的 全 体 {rn} 换 成 (—00, +00) 中 的 有 理 数 的 
全 体 , 这 时 就 得 到 E 与 (—oo, -oc) 内 的 全 体 无 理 数 所 成 之 集 的 同 胚 . E Sif 
后 者 是 稠密 集 . 

39*. 定义 于 R 上 的 一 个 几乎 处 处 为 零 的 函数 , 它 在 每 个 非 空 开 区 间 上 的 值 域 都 

RR, 

i C H [0.1] 中 的 Cantor 三 分 集 , 0 是 Cantor 函数 (参看 例 23), S 

g(x) = tan |- (a) = 3) s Oggi 
由 b(z) 的 定义 可 知 , 24 x 遍历 C (0,1) 时 , 9(x) 的 值 域 是 开 区 间 (0,1), 从 而 g(x) 
的 值 域 是 R. 也 就 是 说 , g 是 将 C mn (0,1) 映 到 R! 上 的 一 个 满 映射 . 现 对 任意 非 
空 开 区 间 I = (a,b), 3l VEIT AK 9 MAMER gr. 为 此 , 令 
Zi; = {a+ (b—-a)r:zeCn(0.1)), gi(r) —-g (z=) 
则 mZ, = (b—a)mC = 0 (参看 [82], 中 译本 pp.67—69), H. g; 是 将 集 27 mes R! 
上 的 一 个 满 映射 . 

我 们 着 手 定义 所 要 求 的 函数 f, 先 让 它 在 整数 集 {n} (n = 0, 土 1, 土 2,…) 上 等 
TE. 然后 定义 开 集 序列 {Un} 如 下 : i Ui = R! {n}, EEDEN (n,n 十 1) 的 
开 区 间 的 并 集 , 此 处 n 为 整数 . 在 每 一 个 这 种 区 间 I 上, 设 Z; 为 以 上 定义 的 测度 
为 零 的 集 , 并 且 在 Zr 上 定义 f. 等 于 gi. Ui 内 尚未 定义 的 点 组 成 子 集 Uo, 它 是 
FE, 因而 是 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 . 在 每 一 个 这 种 开 区 间 I E. 设 Zi 为 以 上 定义 
的 测度 为 零 的 集 , 并 且 在 Zr 上 定义 了 等 于 gr. Uo 内 f 尚未 定义 的 子 集 Us 仍 是 开 
E, 所 以 还 是 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 . 如 果 照 着 上 面 的 定义 再 取 集 Zr, IARR f 
的 定义 域 就 能 够 又 一 次 地 扩大 , 以 包括 这 些 测度 为 零 的 集 . 利用 开 集 序列 {Un} 中 
每 一 个 都 有 测度 为 零 的 余 集 , 让 这 个 程序 继续 下 去 . 从 而 函数 广 转 化 为 定义 在 一 个 
测度 为 零 的 集 一 一 U, Uz 的 交 的 余 集 , 或 等 价 地 , 它们 的 余 集 Uf,U5,… 的 
并 集 E, 用 这 样 一 种 方法 使 每 个 非 空 开 区 间 必 然 包含 开 集 UU 之 一 的 一 个 开 
区 间 r, 因而 也 就 包含 一 个 集 Zr, 在 它 上 面 , f 的 值 域 是 RI. 最 后 , 在 f 一 直 没 有 
定义 的 各 点 , 让 f EBETE. 


40'. R! 上 的 一 个 函数 , 它 的 图 形 在 平面 内 稠密 . 
例 39 的 函数 就 有 这 个 性 质 . 


TEZI, 


第 八 章 


可 测 函 数 


0. 引言 . 

这 一 章 主要 讨论 定义 在 可 测 集 上 的 可 测 函 数 方面 的 例子 , 也 涉及 不 可 测 函 数 以 
及 函数 的 Baire 分 类 法 , 现在 将 基本 定义 和 性 质 给 出 如 下 : 

设 f 是 定义 在 可 测 集 E 上 的 函数 , 若 对 任意 实数 a, Efe: f(x) > a] 恒 为 可 
测 集 , 则 称 f 是 E 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 , 简称 (L) 可 测 函 数 或 可 测 函数 . 

给 定 在 可 测 集 E 上 的 函数 为 可 测 的 必要 充分 条 件 为 : Er: f(x) > a] 恒 为 
可 测 集 , 或 Efe: f(x) < a) 恒 为 可 测 集 , 或 E[r: f(x) < a] 恒 为 可 测 集 . 

可 测 函 数 的 性 质 : 

19 若 定义 在 可 测 集 上 的 两 个 函数 皆 可 测 , 则 它们 的 和 、 差 、 积 、 商 (假定 运算 
几乎 处 处 有 意义 ) t T. 

29 若 (fi) 是 定义 在 可 测 集 E 上 的 可 数 个 (或 有 限 个 ) 可 测 函 数 , 则 sup, 
falx) 5 inf, falx) 也 是 E Eg np eR A. 

推论 1 设 广 是 可 测 集 E ETR, 则 [f| 也 是 五 上 的 可 测 函数 . 

推论 2 {fn} 是 可 测 集 巨 上 的 可 测 函 数 序列 , 则 ima ass fale) 5 lim, 4. 
falx) 也 是 上 的 可 测 函 数 . 

3* WE {fn} 是 可 测 集 五 上 的 可 测 函 数 序 列 , W limno fale) 几乎 处 处 存在 
时 , 它 也 是 上 的 可 测 函 数 . 

4° 若 定义 在 可 测 集 上 的 两 个 也 数 仅 在 测度 为 零 的 集 上 彼此 相 异 (此 时 称 这 
两 个 函数 为 对 等 的 ), 则 它们 或 者 都 可 测 , 或 者 都 不 可 测 . 

5° 车 了 在 巨 上 可 测 , 4 E map, fk A 上 也 可 测 . 
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可 测 函 数 的 例子 

1° 可 测 集 上 的 连续 函数 是 可 测 的 . 

E E 可 分 成 有 限 个 可 测 集 的 并 : E = Ut Ei, 下 在 每 个 Ey 上 都 是 常 值 函数 
则 称 f 是 巨 上 的 简单 函数 . 

2° 可 测 集 上 的 简单 函数 是 可 测 的 . 

3° it 4 为 可 测 集 E 的 子 集 , 则 A 的 特征 函数 

l, r€ A, 
p= 0, zc E\A. 

可 测 的 充 要 条 件 是 4 为 E 的 可 测 子 集 . 

现在 叙述 重要 的 Eropos 定理 和 JIysun 定理 如 下 : 


Eropos 定理 ik mE < +co, 廊 (rz) (r — 1.2,---) 5 f(x) 是 马上 几乎 处 处 
有 限 的 可 测 函 数 , H {f(z)} E E 上 几乎 处 处 收敛 于 f(x), 则 对 任意 正 数 0, 恒 有 
E 的 可 测 子 集 e, 使 me < à, 而 在 Es — ENe 上 {fn(x)} -5AF f(x). 


JIysun 定理 设 f(z) EWE 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 对 任意 
e > 0, 恒 有 闭 集 下 CE, 使 

(i) m(EN F) « e, 

Gi) f 是 F ERES Rž. 


为 了 本 章 某 些 例 子 的 需要 , 我 们 还 要 介绍 关于 Borel WR Baire 函数 分 
类 法 的 概念 如 下 : 

i 了 是 定义 在 (B) np E EIS eR IC, 如 果 对 任 一 实数 a, Efx : f(x) > a] 
恒 为 (B) TWE, 则 称 f 是 E Lf) Borel TA AZ, 简称 (B) "pod hdc, 也 称 为 
Baire A440. 

记 E 上 所 有 Borel 可 测 函数 全 体 为 B(E), 称 B(E) 为 Borel 可 测 函 数 类 或 
Baire 函数 类 . B(E) 是 关于 代数 运算 及 极限 运算 封闭 的 函数 类 . 换 句 话说 , 当 f,g < 
B(E) 时 , 那么 它们 的 线性 组 合 af +g, 最 大 值 函 数 max(f, g), 26S (ELERC | f| 等 等 
都 是 B(E) 中 的 函数 . 当 {n} 是 BCE) 中 的 一 列 函数 , 那么 lim fn, lim fn, lim fn 
(如 果 存 在 且 是 有 限 函 数 ) 都 是 B(E) 中 的 函数 . 

Borel 可 测 函 数 类 B(E) 还 可 以 用 另 一 种 方式 引入 . 例如 当 E = [a,b] (E 9g 
一 般 Borel 可 测 集 的 情况 也 一 样 讨论 ), E 上 所 有 连续 函数 全 体 记 为 BoE), 称 为 第 
TX. 任 取 BoCE) 中 一 列 函 数 {有}, 如 果 lima Lus f 存在 , 而 且 是 有 限 函 数 , 当 
f = lim, eu fn 不 属于 Bo(E) 时 , 这 种 f 的 全 体 记 为 Bi(E), 称 为 第 一 类 . 然后 
再 从 Bo(E) U BiCE) 中 任 取 一 列 函数 {fn} 如 果 lim, sso f, 存在 且 是 有 限 消 数 ， 
f = lim, ss fa 不 属于 Bo(E) U Bi1(B) 时 , 这 种 f 的 全 体 记 为 BE), 如 此 一 直 

@ 在 一 般 拓扑 空间 情况 下 , Borel 函数 类 与 Baire 函数 类 是 有 区 别 的 , 在 n 维 欧 几 里 得 空间 
中 是 没有 区 别 的 . 
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进行 下 去 所 得 到 的 函数 全 体 记 为 B(E). Baire 就 曾经 是 用 这 种 方式 引入 的 , 所 以 
B(E) 又 称 为 Baire PROS. 
1. 一 个 收敛 的 递增 的 简单 函数 序列 , 其 极限 函数 不 是 简单 函数 . 


n 


设 


1 ] 3 2"^—2 2^—] 
I = (0,1), n = (»5]. h= CI I pal 于 ,|， y 
WI = Ug dy. 在 (0,1). 上 定义 函数 序列 {fa} 如 下 : 
1l, r€l;, 


o 


zc IN, 


tE, 


l. rc h 

1 

z rE 
f(r) = 4 

1 

—. w E In 

n 


易 见 , 对 每 一 nn. f, 都 是 (0,1) EARRA, H. 
fu) < fuae), n—1,2..... 
但 f(x) = lim, < falx) 在 (0.1) = UP 及 上 有 可 数 多 个 不 同 的 值 , 所 以 它 不 是 
(0,1) EAS fE m eR ŽE. 
ik 容易 证 明 , 两 个 简单 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 (假定 运算 有 意义 ) DH fi P PR 
数 . 也 就 是 说 , 对 于 简单 函数 而 言 , 加 、 减 、 乘 、 除 运 算是 封闭 的 . 上 述 反倒 说 明 简 
单 函 数 的 极限 运算 并 不 封闭 . 
2. 一 个 非 零 函数 , 它 与 任何 函数 之 积 恒 为 可 测 函 数 . 
设 
f(z) = l, cr AUGE, 
— 0, r 为 无 理 数 . 
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则 对 任意 函数 g, 函数 fg 几乎 处 处 等 于 零 , 因此 ,fg 与 恒 等 于 零 的 函数 对 等 , 这 意 
味 着 fg 是 可 测 函 数 . 


3. 一 个 不 可 测 函 数 , 其 绝对 值 是 可 测 函 数 . 
it mE > 0,4 为 瑟 的 不 可 测 子 集 , 4 


1, Tr € A, 
f= -1, rc EVA. 
因为 Elz : f(z) > 0] = A 是 不 可 测 集 , 所 以 f 是 E 上 的 不 可 测 函 数 ， 然 而 ， 


|f(z)| 三 1 是 已 上 的 可 测 函 数 . 
X, f? 也 是 上 的 可 测 函 数 . 
注 ”容易 证 明 , E f E ENIK, 则 |f| 和 产 也 是 上 的 可 测 吨 数 . 
上 述 反 例 说 明了 它们 的 道 命题 并 不 成 立 . 
4. 一 族 可 测 函 数 , 其 上 确 界 函数 并 不 可 测 . 
ik 4 为 R! 的 不 可 测 子 集 , 在 R! 上 定义 函数 
1l, = ğa €A 
falz) = 0, Z3 4.4. 
于 是 , 对 每 一 a，f。 都 是 R! EAEI KX 然而 , pnf y ERE 
sup falz) = palz) 
是 A 的 特征 函数 ,3 这 是 一 个 不 可 测 函 数 . 
注 可 测 函 数 序列 的 上 确 界 (或 下 确 界 ) 函数 仍 是 可 测 函 数 . 上 述 反例 说 明了 
孔 数 的 可 测 性 对 一 般 的 supa Æ inf, 不 能 保持 . 
5. R! 上 的 一 个 可 测 函 数 f, 使 supyepi |f (c 0) — f(x — 0| 不 可 测 . 
iz f 是 (—oo,—oc) 上 的 实 值 函数 ,如果 f 可 测 , 则 le) = sup ciis 
|f (x +t) — f(z)] 在 (~, oo) 上 也 可 测 . EKE, 令 
M= sup  f(y) m= inf f), 


—oo«y«-oo —oeo«y«-too 

px) = M — f(x), pa(r) = f(x) = m, 

则 
p(z) = max{pı (2), p2(2)}, 
故 p(z) 是 两 个 可 测 函 数 的 最 大 值 函数 , 从 而 是 一 个 可 测 函 数 . 
我 们 自然 会 提出 下 述 问题 : 若 f 在 (—00,--oo) 上 可 测 , 则 

e')- sup MG) - fei) 
在 (一 00, 十 00) 上 是 否 必 定 可 测 ? Rubel 1139 指出 , yp* 未 必 可 测 , 他 的 例子 如 下 : 设 
E 为 一 有 界 的 零 测 ES. fE E+E ={r+y: rE E, yE E} 为 一 不 可 测 集 (参看 
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第 七 章 例 19). 取 实 数 7 充分 大 , 使 


ENE* =Ø, 
这 里 E*=E+r={r+r:xE E}. 49 
l, r€E, 
fí(z)-4 =1, se F; 
0, ”其 他 ， 


则 f Æ (—oo,--oc) EWR. 注意 , te R fE z4-2te EX r-te E", 
w* (x) 二 2, nf 
1 
iz:'(z) 2 2} = 5(G +E) +7}, 

这 是 一 个 不 可 测 集 , 从 而 yp* 在 (—oo, +0) 上 并 不 可 测 . 
6*. 一 个 在 任何 (L) 正 测度 集 上 均 非 (L) 可 测 的 函数 , 它 在 任何 非 空 区 间 上 取 每 

个 实数 作为 函数 值 可 达 N 次. 

下 面 的 例子 是 Halperin 8) 作出 的 ， 构造 这 个 例子 ,需要 涉及 超 限 数 的 知识 ， 
读者 可 参看 [27], 第 十 四 章 . 

设 ajaz, aae (a < Q2) 是 R* 中 的 一 个 Hamel 基 , 即 对 任 一 x € R!, 
存在 有 理 数 集 {ra} 及 (as), 使 

r= D 


其 中 和 式 是 有 限 项 上 且 表 示 法 是 唯一 的 ， 而 Q 是 第 一 不 可 数 序数 . 
我 们 把 这 个 Hamel 基 排 成 两 个 超 限 序列 : 
bi, b2, ub (a < R), 000a. (0 < 02). 
对 于 £= Y Taba + Dg soep (sa 是 有 理 数 ), 令 
fæ) = 5 Tao 
于 是 , 对 任意 的 非 空 区 间 (a, ) REIR u= Fatala fr 
JM Da ras 33Cg. 
这 里 se 是 任意 的 有 理 数 ， TTE f 的 定义 ， E 
f(x) — u. 
特别 , 如 果 仅 有 一 个 sa £0, 例如 sa, 250, 那么 , sao 可 如 此 选取 , 使 得 
a 一 $. Tabs < sg,cg, < b= » Taba: 
由 于 这 种 选 法 有 N 次 ， Jup N 为 连续 统 的 势 , 因而 Fa) = u Xf (a,b) P N ^ a Ah 
成 立 . 
Ln. 因为 fle) 是 函数 方程 g(z + y) = gle) + gly) 的 不 连续 解 , 所 以 它 在 任 
何 一 个 (L) 正 测度 集 上 均 非 (L) 可 测 . 
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注 ” 如 所 周知 , 具有 介 值 性 质 的 函数 不 必 连 续 (参看 第 二 章 例 57). Lebesgue 进 
而 构造 了 一 个 无 处 连续 而 具有 介 值 性 质 的 函数 (参看 第 二 章 例 59). Halperin 的 例 
子 是 上 述 例子 的 进一步 的 发 展 . 


7. 函数 f, 使 对 任意 实数 a, Elx: f(z) = a] 恒 为 可 测 集 , 而 f 在 E 上 并 不 可 测 . 
i E-—(0,1),e X E 的 一 个 不 可 测 子 集 . 令 
2 VE 
Poe | =m; tE E\G 
则 对 任意 实数 a, E[r : f(x) = a] 或 为 空 集 , 或 为 单元 素 集 , 因而 它 恒 为 可 测 集 . SR 
而 , E[r : f(x) > 0] = 为 一 不 可 测 集 , 所 以 f 是 巨 上 的 不 可 测 函 数 . 
$ ”容易 证 明 , A f 是 瑟 上 的 可 测 函 数 , 则 对 任意 实数 a. Eje: f(x) — a] fü 
为 可 测 集 . 上 述 反 例 说 明了 它 的 逆 命 题 并 不 成 立 . 


8. 可 测 函 数 f 和 连续 函数 g, 构成 不 可 测 的 复合 函数 f og. 


ik E d [0,1] 中 具有 正 测度 的 Cantor 集 , 令 
iian ([0. z] n ([0. lj VE) 
PVT CC m0. 1] V E) 


则 o 是 由 [0,1] 到 [0,1] Eff)—^ IRIREBRST, 且 me(E) = 0 (参看 第 七 章 例 32). 
设 4 是 五 的 一 个 不 可 测 的 子 集 , 由 于 2(4) c e(E). 所 以 vA) : i iaa H 
mol A) — 0, 而 道 映射 2-1 把 可 测 集 yp(4) 映 成 不 可 测 集 vo! el) = 


MS B-—4g(A) 并 在 [0,1] 上 如 下 定义 函数 f: 
1l, e€ B, 
iin i x € [0,1] \ B. 
则 f [0,1] 上 的 可 测 函 数 , X g — v 是 [0.1] 到 [0.1] 上 的 连续 函数 , 然而 复合 
函数 
l, r€A. 
fæ) = fleæ) = B z € (0.1]VA 
是 不 可 测 集 4 的 特征 函数 , 所 以 它 是 一 个 不 可 测 的 函数 . 
应 当 注 意 , 这 个 例子 的 复合 顺序 不 能 倒置 . 换 句 话说 , 任何 连续 函数 f 与 可 测 
函数 g 的 复合 函数 S og 全 都 可 测 . 
9*. 可 测 函 数 f 和 递增 函数 g, 构成 不 可 测 的 复合 函数 fog. 
e 为 第 七 章 例 31 中 的 函数 , S g = v, W u= gr) 是 两 个 区 间 
0zrzl1 及 O<u<l 
之 间 相 互 一 一 对 应 的 递增 的 连续 映射 . 由 第 七 章 例 31 的 构造 过 程 中 可 知 , 我 们 可 
将 区 间 [0,1] 分 解 为 两 个 互 不 相交 的 点 集 4 与 B, 使 
mA=0, mBc-l, 
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而 记 其 像 集 为 4* = 9(4) 5 B* = g(B), 则 有 
mA* —1, mB*=0. 
^i Cy 为 团 区 间 [0, 1] 中 的 任 一 不 可 测 子 集 , 则 由 等 式 
C; = (Cin A) U (Ci n B) 
及 
m(Ci NA) x mA-0 


得 知 集 C = Cin B 亦 为 [0,1] 的 不 可 测 子 集 . 因为 假若 它 是 可 测 集 , 那么 它 与 零 测 
度 集 Cn 4 之 并 C1 亦 将 反 于 假设 而 为 可 测 集 了 . ds C* = gC), BL C 是 B 的 子 
集 , 故 C* 为 B* 的 子 集 . 于 是 由 mB* = 0 得 到 mC* = 0. 效 在 [0,1] EEX AX 
gs jh wE 
He n u € [0,1] \ C*, 
则 了 为 [0,1] 上 的 一 个 可 测 函 数 . 因为 C* = g(C i, es 
{x : f[g(z)) > 1} = 
而 C 为 [0,1] 的 不 可 测 子 集 , 因此 , fog [0.1] 上 
立 当 注意 , 这 个 例子 的 复合 顺序 不 能 倒置 . 事实 上 , 任何 单调 函数 了 与 可 测 函 
数 9 IEEE fog 全 都 可 测 (参看 [53]. 中 译本 p.309). 


10. (a,b] 上 的 一 个 一 致 有 界 的 不 可 测 函 数 序列 { 思 }， 使 对 任 一 不 可 数 集 A C 

(a. b]. (f, ) 中 不 存在 在 A 上 收敛 的 子 列 . 

这 个 例子 是 由 Sierpiáski 作出 的 . 构造 这 个 例子 , 要 用 到 连续 统 的 假设 , 细节 
说 明 参 看 [153]. 

+ Mazurkiewicz !!!?] 曾 证 明 , Zt {fn} 是 (a, a ERA RIES RUTI, 
则 存在 不 可 数 闭 集 FC [a.b] 及 正 整 数 mi < na «V WE {fn} 在 下 上 一 致 收敛 . 


11. 任 给 趋 于 零 的 数列 {anh 可 构造 一 个 有 界 可 测 函 数 f, 使 {f(z 一 a)} 并 不 

几乎 处 处 收敛 于 f(x). 

iX E H [0,1] 中 具有 正 测度 的 Cantor 集 , 令 

kL m€RB, 
ne B x € [0,1] V E, 
则 了 是 [0,1] EWART. 对 任 一 zo € E, 据 了 的 定义 ,有 f(ro) — 1. 因为 
E Jii AE. 所 以 对 任何 自 然 数 N, 总 有 n >N 使 qo 一 Qa € E, 从 而 F (xo = Q5) 一 0， 
换言之 , 当 我 们 沿 数列 
f(xo — o1), f(zo — 02),.-:- sf (Lo — 6n). 

看 下 去 , 不 论 怎么 样 的 远 , 总 有 等 于 0 的 数 出 现 , 所 以 当 n 一 oo 时 , 数列 Cf (ro 一 
an)} 并 不 趋 于 1. Bl, {f(z 一 aw)} YE E 上 处 处 不 收敛 于 f(x). 由 于 mE > 0, 故 
{f(z 一 an)} Æ [0,1] 上 并 不 几乎 处 处 收 合 于 f(x). 


"IT + 实 分 析 中 的 反例 [8.12] 


12. Eropos 定理 的 结论 不 能 加 强 为 除 掉 一 个 测度 为 零 的 集 外 , {f,} 一 致 收敛 于 f. 
下 面 的 例子 属于 Carathéodory. 
k E = [0,1], 4 
0, gl) nss L 
Inr) € i, 1/(n 4-2) € r «€ 1/(n 1), 
线性 ，0 <z<1/(n+2), l/(n41)& x € 1/n 
(参看 图 11). 显然 , 对 每 一 n, f 是 [0,1] 上 的 连续 函数 , 因而 是 [0,1 上 的 可 测 孙 
数 , 而 且 对 每 一 x e E, 都 有 
lim fiir). 


因此 , ES E 及 马上 的 函数 序列 {fn} 满足 Eropos 定理 的 条 件 . 


y 


o 
ale 
m 
8 


图 11 


我 们 将 要 证 明 , 不 存在 测度 为 零 的 集 e C E, W {fn} E ENe E—Sol STE. 

事实 上 , 假若 不 然 , 即 存在 具有 上 述 性 质 的 测度 为 零 的 集 e, 那么 m(ENe) — 1. 
容易 证 明 , 这 时 x — 0 必 为 B\e WRA. 因为 如 果 x= 0 是 E \ e 的 孤立 点 , 那么 
VA ô > 0 使 (0,65) C e, 这 与 me —0 R&T. HF  -0dE EVe 的 聚 点 , A 
而 存在 zw E€ BB \e,n 二 1,2,.…, 使 

im za =Q; 
于 是 , 对 任意 的 N> 0, 必 有 n> N, d 
0 « z, « 1/(N 4 1). 
因而 必 有 整数 大 > 0, 使 
1/(N +k+2) € z4 € Y(N  k 4 1). 
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HERR f 的 定义 , 有 
FIN (tn) 三 1， Tn € EN e. 
这 与 (fa) Æ ENe 上 一 致 收敛 于 零 发 生 了 矛盾 . 因此 不 存在 测度 为 零 的 集 e c E, 使 
(fu) 在 五 \e E—SülSXCTEAE. 
13. R! 上 的 一 个 函数 序列 , 使 Eropos 定理 不 成 立 . 
第 一 例 K E= (—oo, oo), 并 令 
a Jb sél[mn341) 
fala) = is v€[n, n 4 1]. 
4j WW, 对 每 一 r € E, 都 有 
Jim fa = f(x) z 0. 
因此 ，Eropos 定理 中 除 mE < +o 不 满足 外 ， 其 他 的 条 件 都 是 满足 的 ， 此 时 
Eropos 定理 的 结论 不 再 成 立 , 即 存在 某 个 正 数 5 及 适合 条 件 me < 6 的 可 测 集 e, 
fili {fn} 在 E; = ENe 上 不 一 致 收敛 于 f. 事实 上 , 取 6=1 及 可 测 集 e (me < 1), 
由 于 对 任意 的 整数 n, 都 有 mn,n +1] 2 1, 所 以 Bs = ENe 5 In,n 二 1] 之 交 决 
非 空 集 : 
EsN[lnn+ti+l#g8 (n=1,2,.…). 


因此 , 对 任意 的 n, 存在 zn € Es [nn 1], 在 这 种 点 上 f(zn)==0, 而 所 (zn)=1. 
由 此 可 见 ， 
(Salta) ES filza) =1, 


RI {fn} 在 Es 上 不 一 致 收敛 于 f. 
第 二 例 HX E — (—o0. o0), 并 令 
0, —nizrztn, 
fa) — € t1, r&€-—(n4-1,zz2mndl, 
ZW —(n+1)<r<-n, nļr<n+l. 
易 见 , f 在 已 上 连续 且 处 处 收敛 于 f= 0 (参看 图 12). 
取 6=1 及 可 测 集 e (me « 1). 由 fn 的 定义 可 知 , 存在 tn € Es = E \e, fli 
万 (za) 9 1. ÆI {fn} YE Es 上 不 一 致 收敛 于 上 . 
ik 第 二 例 中 的 函数 序列 是 连续 的 , AEEA TANER. 可 见 条 
件 mE < oo 是 不 能 去 掉 的 . 去 掉 以 后 , BIDRA JESE R RUT I Ah SAT EE K 
数 , Eropos 定理 的 结论 还 是 不 成 立 . 
14. 一 个 不 可 测 函 数 序列 , 使 EropoB 定理 不 成 立 . 
设 Am (m = 1,2,.…) 是 第 七 章 例 15 中 的 [0,1] 内 的 不 可 测 集 , 其 中 me A, = 
MAn, m* Aj = M* Ann m 为 任意 的 正 整数 . 在 Uo Am 上 定义 函数 序列 {fn} 


BUE 实 分 析 中 的 反例 [8.15] 


—(n-F1)—-m O n n+l T 


如 下 : 


1, r€A,, 
fala) = oo 
0, rë ( y As Vs. 


m=1 
任 取 ro € UX Am, M ro VETED Ano 据 fn 的 定义 , n 充分 大 后 , falto) = 
0, 可 见 {fn} YE US Am 上 处 处 收敛 于 函数 f = 0. 

现 取 0 < e< m*A, 及 任意 可 测 集 SmS «e. 于 是 S 5 A, 对 任何 正 整 数 n 
均 不 能 成 立 . 换 句 话说 , 存在 zx € (UX Am) NS 使 得 f(x) = 1 (x 可 能 随 而 变 
动 ). 由 此 可 知 , {fn} 在 (05 ,ASQ)NS 上 并 不 一 致 收敛 于 上 = 0. 由 于 5 是 任 取 的 
可 测 集 , 因而 对 于 上 面 的 函数 序列 {fn}, Eropos 定理 不 成 立 . 

注 Eropon 定理 是 对 可 测 集 上 的 可 测 函 数 序列 而 言 的 ， 上述 反 例 说 明了 对 于 
不 可 测 函 数 序列 , Eropos 定理 的 结论 未 必 成 立 . 


15. 一 族 函 数 {Lat 2 2), 对 每 一 固定 的 t, 它 是 x 的 可 测 函 数 , 而 对 每 一 固定 

的 zx, 它 是 t 的 可 测 函 数 , 且 lim; Lus fi(z) = 0, 但 {f(x)} 并 不 近 一 致 收敛 . 

设 对 每 一 t, fi(z) 是 定义 在 可 测 集 D 上 的 函数 . 我 们 称 函数 族 {fi(z)} Æ D 
上 近 一 致 收 仇 , 是 指 对 任意 6 > 0, 存在 D 的 可 测 子 集 Ds, f m(DNDs) «e H. 
M t +o Bf, (fi(z)) 在 Ds 上 关于 v 一 臻 收敛. 

Eropon 定理 是 说 , 设 mE < oo. 则 定义 在 上 的 几乎 处 处 收敛 的 可 测 函 数 
序列 必定 是 近 一 致 收敛 的 . 于 是 便 产 生 问题 , 可 否 把 关于 可 测 琐 数 序列 的 Eropos 
定理 推广 到 可 测 函 数 族 上 去 ? Walter 7 指出 , 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 ， 他 的 
例子 如 下 : 设 4 c [0,1/2) 为 一 不 可 测 集 ， 且 对 任意 两 个 不 同 的 有 理 数 r,s, 集 
r-A-(rc-a:ae A) BiscA-(sca:ac A} 互 不 相交 . 这 种 不 可 测 集 的 存 
在 性 可 参看 第 七 章 例 15. 集 A, = A - 1/n (n = 2,3,…) 都 是 D = [0.1] 的 两 两 
不 相交 的 不 可 测 子 集 , 且 

m* A = m* A, = a > 0, 
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这 里 , m^ A 代表 A 的 (L) 外 测度 . 

我 们 定义 函数 族 如 下 : 当 x 6 An (n — 2.3,…) 时 , fayel£) = 1, ME D x 
[2. +00) 的 其 他 点 (x,t) E, 令 f(z) = 0. 以 Qn 表示 (x,t) 一 平面 内 的 正方 形 
D x [n,n 4-1], Dn = {(x,n+ 2x): x € D} 表示 Qn (n 2 2) 的 对 角 线 , 当 (x,t) € D, 
H zE A, Bf, $ filz) — 1, ME Qh (n = 2,3,---) 的 其 他 点 处 , 令 f(x) —0. 容 
易 看 出 , 函数 file) 具有 性 质 : 对 每 一 固定 的 t, fi(z) 在 D EIF, 而 只 有 一 个 可 能 
的 例外 点 x, 使 fila) = 1, 对 固定 的 z, 因为 An 两 两 不 相交 , 所 以 fele) 在 [2. +00) 
上 为 零 , 而 只 有 t 的 一 个 值 可 使 fex) A0. 由 此 可 见 , ROE {f(z)} 适合 可 测 性 
的 条 件 , 且 对 每 一 z € D, 有 


lim fele) — 0. 


注意 , 当 re Br = Ån U Any U Anp U 时 ,有 
gn(z) = sup(Jiz) :t 2 n) — 1, (1) 
而 当 z€ B, 时 , gn(z) = 0. REH t — +co 时 , {f(z)} 在 D 上 并 不 近 一 致 收敛 于 
0. 假定 在 D\N E, fi(z) 一 0 (t 一 十 00) 一 致 地 成 立 , 那么 , 对 于 = 1/2 而 言 ， 
存在 正 数 p, tE t > p 时 有 


fila) < 1/2. 


由 等 式 (1) 可 知 , N 5 Bp 2 Ap 因而 
m*N 2 m* A, — a » 0. 
这 个 不 等 式 说 明了 郴 数 族 {f(z)} 不 是 近 一 致 收敛 的 . 


16. [0,1] 上 的 一 个 连续 函数 , 它 在 [0.1] 上 几乎 处 处 取 有 理 数值 ,而 在 任何 非 空 
子 区 间 上 均 非 常 值 函数 . 
下 面 的 构造 法 属于 Robert 0401. 
A 
Es 


fio(z) = 1/2 — |x — 1/2], DESEAR 


在 fiole) 的 图 像 的 每 个 倾斜 线段 的 中 点 处 , 取 长 度 为 3/8 的 水 平 线段 , 这 些 水 平 
线段 的 中 点 与 倾斜 线段 的 中 点 相 重 合 . 然后 依次 连接 倾斜 线段 的 端点 与 水 平 线段 的 
端点 , 并 删 去 原来 的 倾斜 线段 ， 于 是 , 我 们 得 到 一 条 新 的 折线 , 它 所 代表 的 函数 记 
TE fu) (参看 图 13). 在 fii) 的 图 像 上 的 每 个 水 平 线段 中 点 处 , 取 一 个 底 长 为 
1/16, 高 为 1/32 的 锯齿 形 折 线 , 用 以 代替 相应 的 水 平 部 分 的 线段 . 于 是 , 我 们 又 得 
到 一 条 新 的 折线 , 它 所 代表 的 函数 记 作 fiale) (参看 图 14). 

hiel) 的 图 像 上 有 四 条 不 相交 的 水 平 线段 , 在 每 条 水 平 线 段 的 中 点 处 , 取 一 个 
底 长 为 1/64, 高 为 1/128 的 锯齿 形 折线 , 用 以 代替 相应 的 水 平 部 分 的 线段 . 这 四 个 
锯齿 形 折线 的 底 的 总 长 是 1/16. 这 样 一 来 , 我 们 又 得 到 了 一 条 新 的 折线 , 它 所 代表 
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y = fii(z) 


图 13 


y = fiz(z) 


图 14 


的 函数 记 作 fiala). 如 此 继续 下 去 . 一 般 , fin(x) 的 图 像 有 27 条 水 平 线段 , 其 锯齿 
形 折线 的 底 的 总 长 是 1/8 + 1/16 +- - 1/271, 
函数 序列 (fis (m)) 在 [0,1] -BAAT RKR file), 它 在 一 个 测 
度 为 
3/8 + 3/8 — (1/8 + 1/16 + -+ 1/2711) = 1/2 


的 非 稠密 集 上 取 值 为 1/4. 

取 fool) = A(x). 如 同 构造 国 数 file) 一 样 , 在 fzo(x) 的 图 像 的 每 个 倾斜 
线段 的 中 点 处 , 取 长 度 等 于 这 个 倾斜 线段 的 两 个 端点 的 横 坐 标 之 间 的 距离 的 3/4 的 
水 平 线段 . 然后 , 依次 连接 倾斜 线段 的 端点 与 水 平 线段 的 端点 , 并 删 去 原来 的 倾斜 
线段 . 如 此 得 vade 其 代表 的 函数 记 作 fala). 再 采用 构造 fis (o) 的 方法 ， 
可 构造 函数 fos (n). {fon(z)} 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 某 个 连续 函数 fo (n), 它 在 测度 
为 3/4 的 集 上 取 有 理 数 值 . 

如 此 继续 下 去 , 我 们 得 到 了 一 个 连续 函数 序列 fi (o), Jal), fala) 此 
函数 序列 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 某 个 连续 函数 f(x), 它 在 测度 为 1 的 集 上 取 有 理 数 
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值 , 且 对 任何 非 空 区 间 (a, 8) c [0,1], f € (a, 8) 上 并 非 为 一 常数 . 
注 Smital 99] 构造 了 一 个 有 界 变 差 的 连续 函数 f 和 一 个 具有 介 值 性 质 的 可 
测 函 数 g, 使 f+ o 仅 取 有 理 数 值 . 


17. 一 个 无 处 连续 的 可 测 函 数 , 不论 怎样 改变 此 函数 在 任何 测度 为 零 的 集 上 的 值 ， 
它 仍 然 是 无 处 连续 的 . 
在 [0,1] 内 作 一 可 测 集 E, 使 对 任何 开 区 间 7 c [0, 1], EE 
m(IOQE)20, m(InE^)»0 
(参看 第 七 章 例 14). 在 (0, 1] EXE ERA f: 
1l, TEE, 
fe) - 0, r€[0,1]V E. 
易 见 , f 是 [0, 1] 上 的 一 个 无 处 连续 的 可 测 函 数 . 
任 取 [0, 1] 的 测度 为 零 的 子 集 e, 并 在 e 上 任意 改变 函数 f 的 值 , 即 可 设 
f(x) xe f0,1]\e, 


iu ylz), ree, 
a 
ib: rEE\e, 
F(z)= 4 0, z € [0, 1] \ (E U e), 
(z) rece, 


其 中 olx) 是 e 上 的 任意 函数 . 由 于 对 任意 开 区 间 I C [0, 1], A 
m(InQ(EVXNe)) 50; m(IQ(ENe)) > 0， 

所 以 F 在 (0.1) 上 仍然 是 一 个 无 处 连续 的 函数 . 

注 这 个 例子 也 说 明了 不 能 把 Jlysuns 定理 的 结论 加 强 为 “存在 闭 集 F OC E, 
使 m(ENF) =0, 而 /在 闭 集 马上 是 连续 的 ”. 
18. 不 能 把 JIysum 定理 中 的 连续 函数 改 为 多 项 式 . 

HR E = [0,1], f(x) = sinz REX = 适合 0< es c1. 若 有 闭 集 F c E, 使 
m(ENF)«e, HEF E f(x) 等 于 某 个 多 项 式 

P(x) = ao + art asc", 
则 f(r)— P(x) 在 F ETHAE- FE. 由 m(EN F) < e438] mF > 0, 所 以 
f(x) — P(x) = sing — (ag - aqz +--+ anr") 

在 [0,1] 上 就 有 无 穷 多 个 零点 , MTM k >n+1 it, ef) - P(x)) 在 [0,1] 上 
有 无 穷 多 个 零点 , 即 cose 或 sins 在 [0,1] 上 有 无 穷 多 个 零点 , 这 是 不 可 能 的 . 因 
Jb, 不 存在 闭 集 F C E, E m(ENF) <e HEF E f(x) 等 于 某 个 多 项 式 P(x). 
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19. [0, +00) 上 的 函数 序列 {fn} 和 {gn}, 使 {n} 和 {gn} 在 [0, 十 wo) 上 分 别 依 
测度 收敛 于 f 和 g, 而 {frgn} 在 [0,+co) 上 并 不 依 测度 收敛 于 fg. 
我 们 先 引进 依 测度 收敛 的 概念 . 
ik E 为 一 可 测 集 , {fn} 是 E 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 序列 . 如 果 有 五 
上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 f, 使 对 任意 正 数 o, 都 有 
Jim mElz : |fa(x) — f(x)| 2 e] ^ 0, 
WEK (f, Æ E Ef muc f. 
TEE WEB], Zi mE < +o, H. {fn} fl {gn} Æ E Erw EAF f RU g, 
则 {fagn} 在 瑟 上 依 测度 收敛 于 fg. 应 当 注 意 , 在 这 个 命题 中 , 条 件 mE < 十 co 
是 不 能 去 挥 的 . 例如 , 在 E = [0,--oc) 上 如 下 定义 函数 : 
f(r)50, gnt) =F, g(r)—re, 
0, z € [0, n), 
falz) = | l/z, x € [n, co), 
则 对 任意 正 数 o, 当 充分 大 后 , 就 有 
Elz : |fa(z) — f(2)) 2 0] ^ 9. 
因此 , {fn} 在 E EISEIESCE f. X, {gn} 在 已 上 显然 依 测度 收敛 于 g. 但 是 ， 
fuga) 在 互 上 并 不 依 测度 收敛 于 fg 三 0, 这 是 因为 对 任意 正 整数 n, BA 
Ex : |fa(z)gs (c) — 0| 2 1] = [n. +00), 
从 而 
Jim mBElz : |fs(z)gs(x)| 2 1] = +2. 


20. 一 个 依 测度 收敛 的 可 测 函 数 序列 (o, ) 和 连续 函数 P. 而 构成 并 不 依 测度 收敛 
的 复合 函数 序列 {F oyn} 
容易 证 明 , Æ mE < +0, ELERPU 9 {pn} 在 五 上 依 测度 收敛 于 函数 p, F 
是 R! 上 的 连续 函数 , 则 复合 函数 序列 {F o yn} Œ E. EXETRUUEEI ECT: F o. 
应 当 注 意 , 在 这 个 命题 中 条 件 mE < +ec 是 不 能 去 掉 的 . 例如 , 取 E = [0,+cco), 并 
在 E EE X ER: 
dise n x € [0,n), 


l/r, zr € [n, +00), 


f(r)50, gals] =m; g(r)-:. 


则 (f, 和 {gn} 在 互 上 分 别 依 测度 收敛 于 f RI g. 容易 看 出 , 奉令 Pn = fn gn, 
则 (o) TE 巨 上 依 测 度 收 敛 于 g. ZWE (22) 在 E EJFASIKIUBEMOSICT: g?. 事实 
E. v2 = f2 4 g2 - 2f.g,. WAIL (£2) A (g2) 在 五 上 分 别 依 测度 收敛 于 f? 和 
g^. 因此 , 如 果 (52) 在 E. ERWEKAF g?, 那么 {fgn} 在 五 上 应 该 依 测度 收 
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SUP fg. 然而 , 例 19 已 经 指出 , {fgn} 并 不 依 测度 收敛 于 1g， 这 个 矛盾 表明 了 
(o2) 在 E 上 并 不 依 测度 收敛 ， 
由 上 面 的 论述 可 知 , 对 R! 上 的 连续 函数 F(x) = x? 而 言 , 从 {pn} 的 测度 收 
MEHER E Cr ERU] {F o pn} 的 测度 收敛 性 . 
21*. 一 个 无 处 连续 的 (L) 可 测 函 数 , 它 不 是 (B) 可 测 的 . 
第 七 章 例 33 中 的 非 Bore Æ Lebesgue 可 测 的 , 从 而 它 的 特征 函数 是 一 个 
(L) 可 测 而 非 (B) 可 测 的 函数 ， 
MERTE [0, 1] 上 构造 一 个 无 处 连续 的 (L) 可 测 函 数 , 而 它 不 是 (B) 可 测 的 . 
为 此 , 在 区 间 [0,1] 内 作 一 可 测 集 E, 使 对 任 一 非 空 开 区 间 TC [0.1], EA 
m(InQE)-0, m(InE^)»0 
(参看 第 七 章 例 14). XX e 是 [0,1] 的 (D) 可 测 子 集 且 me = 0, 而 它 并 不 (B) 可 
测 (参看 第 七 章 例 35). 在 [0,1]. 上 如 下 定义 函数 天: 
2, TEE, 
f(r)241, re€ENe, 
0, z€[0,1]|N(EUe). 
易 见 , f 是 [0,1 上 的 无 处 连续 的 (L) 可 测 函 数 . 然而 , 由 于 
[x:f(r)»51])2e 
不 是 (B) 可 测 集 , 因而 f 不 是 (B) 可 测 函 数 . 
注 设 是 定义 在 区 间 ERA, 令 
Gl = (vx€l: lim [f (v TRÀ) — f(x — h)] = 0]. 
Ponomarev !?7] 构造 了 区 间 上 的 一 个 函数 f, 使 集 C.(f£) 不 是 (L) 可 测 的 . 他 
还 指出 , ARB S ET LÆ (L) 可 测 的 , 则 C) 必 为 (L) 可 测 集 , 但 未 必 是 (B) 
可 测 集 . 
22. 两 个 函数 仅 在 一 个 (B) 测度 为 零 的 集 上 彼此 相 异 , 其 中 一 个 (B) 可 测 而 另 一 
个 非 (B) 可 测 . 
it 4 A (L) 测度 为 零 的 (ZL) 可 测 集 , H. A dE (B) 可 测 (参看 第 七 章 例 36). 
FE, 存在 Gs WE G 而 有 ACG, H mG = mA = 0 (£4 [6], p.49). 在 R! 上 
如 下 定义 函数 f 和 g: 


ZE RING， 
f(x)=1, g(x)= $4 1/2, reG\A, 
0, TEA: 
于 是 , 函数 了 在 R! 上 是 (B) 可 测 的 . 又 因为 
{x : f(x) # glz) =G, 
而 G 为 一 Gs 型 集 , 故 它 是 (B) 可 测 集 且 其 (B) 测度 为 0. 因此 , f 和 g E (B) 
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测度 为 0 的 集 G 上 彼此 相 异 . 然而 , 由 于 
g (0)—(x:g(z) 20) — A 
不 是 (B) 可 测 集 , 因而 9 不 是 (B) 可 测 函 数 . 

注 由 于 (L) 测度 是 一 种 完备 测度 , 故 两 个 仅 在 (L) 测度 为 零 的 集 上 彼此 相 
TRG 它们 或 者 都 是 (L) 可 测 的 , 或 者 都 不 是 (L) 可 测 的 . 而 (B) 测度 是 一 种 
不 完备 的 测度 , 故 两 个 仅 在 (B) 测度 为 零 的 集 上 彼此 相 异 的 函数 , 其 中 可 能 一 个 是 
(B) 可 测 而 男 一 个 不 是 (B) 可 测 的 . 

同样 ， 处 处 收敛 的 (B) 可 测 函 数 序列 的 极限 函数 是 (B) 可 测 的 (参看 [39], 
p.59). 但 是 , 若 (f) ER E E (B) 可 测 , G Æ E W (B) 可 测 子 集 上 且 其 (B) 测度 
HE, 又 (fa) YE ENG 上 处 处 收敛 于 函数 f£. 此 时 并 不 能 保证 f IE E ER (B) 可 
测 函 数 . 例如 , 设 4 为 一 (L) 可 测 集 且 其 (L) 测度 为 零 , 但 A dE (B) 可 测 . 此 时 
存在 Gs 型 集 G, E G> A H mG = mA —0,G 是 一 个 (B) nTillf ELE: (B) W 
度 为 零 . 在 R! 上 定义 函数 序列 fi (n = 1,2,---) 及 函数 有 如下: 

0. ZE RING, 

falz) =0,; f(r) 41/2, x€GVA, 

1, r EA, 
则 {fn} 是 R! 上 的 (B) 可 测 函 数 序列 , HE R'NG E, {fn} 处 处 收敛 于 f. 但 是 ， 
由 于 

[xz f(a) 21/2] A 

不 是 (B) 可 测 集 , 从 而 f E R! 上 不 是 (B) nTateg Zi. 
23. 不 与 第 一 类 函数 中 的 任何 一 个 函数 对 等 的 可 测 函 数 . 

如 所 周知 , 凡 在 [a, 中 上 定义 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 陆 数 f. 必定 与 一 个 所 属 类 
数 不 大 于 2 的 函数 是 对 等 的 (参看 [27], 中 译本 pp.475 一 476). 然而 , 在 [0,1] 上 可 
构造 一 个 可 测 函 数 , 它 决 不 与 第 一 类 中 的 任何 一 个 函数 对 等 . 

我 们 先 在 闭 区 间 [0, 1] 的 中 间 去 掉 长 度 为 1/4 的 开 区 间 , 再 从 余下 的 两 个 闭 区 
间 的 中 间 各 自 去 掉 长 度 为 1/42 的 开 区 间 , 如 此 继续 下 去 . 去 掉 的 开 区 间 的 并 集 为 
一 开 集 , 记 为 G1, 它 在 [0,1] 中 稠密 , H 

1 1 1 
mG, = 4-42xde t2" x gna Sp 
而 E, = [0,1] N Gi Akm, H. 
mE, = m6, = 3 

将 [0.1] 相似 地 变换 到 G1 的 每 个 构成 区 间 (aik bie) 上 (k = 1,2,- ), 即 对 
E, 的 各 个 邻接 区 间 (aik, bi) (k = 1,2, 7). EH [0.1] 到 [ark bre] 上 的 相似 变换 
yY = aik + (bik 一 ok)z, 则 

{aik + (bik — aig)r:r € Ej] 
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是 [aix, bi] ERME, 其 测度 等 于 i(byy — ak) (k= 1,2,---), MAREE 
全 部 邻接 区 间 记 为 Go, 它 是 一 个 开 集 , H 


mG = x 
^ [0， 1] \ G2 = E U Eb», 则 
mE2 = 33 
再 将 [0, 1] 相似 地 变换 到 Go 的 每 个 构成 区 间 上 , 就 得 到 开 集 Gas, H. 
1 
mG3 = 25" 
令 [0， 1] \ Gs = E U EU Es, 则 
m.Es = x 


如 此 继续 下 去 . 令 
E-—EQUE;GUEs;U---, 


则 得 
[0,1] \ E D E2 U E4 U Ee U+ 


对 每 个 k, FÆ Gy 在 [0,1] 中 稠密 , 而 且 Gi 是 由 长 度 不 超过 1/45 的 开 区 间 
所 构成 , 所 以 任 取 开 区 间 J c [0,1], RE k 充分 大 , 就 有 Gr 的 某 个 构成 区 间 含 于 
J 中 . 还 应 注意 , Gy 的 每 个 构成 区 间 含 有 Bepi 的 子 集 , 而 此 子 集 的 测度 大 于 零 ， 
所 以 下 列 关 系 


m(EOJ)»0, m(JN(EnJ)) »0 (1) 


同时 成 立 . 
今 在 区 间 [0,1] 上 定义 函数 f 如 下 : 

. 1, r€E, 

Ti a z € [0,1] V E, 
则 f Æ [0,1] EBgnrileg i g 为 了 jemet JF 

{zx : f(x) # g(2)) = 
则 mN —0, 且 由 (1) 可 知 , 下 列 点 集 
(gnJ)N(gnNnJ), (JN(gEnJ)ANn(JNG n J)) 

的 测度 均 为 正 数 . 当 z 属于 前 者 的 集合 时 , g(x) = f(x) = 1, 而 当 xz 属于 后 者 的 集 
合 时 , glx) = f(x) = 0. 由 此 推 得 g 于 [0,1] 内 的 任 一 子 区 间 上 的 振幅 都 等 于 1, A 
而 g 于 [0.1] 的 每 一 点 上 的 振幅 亦 等 于 1. 因此 , g 必 于 一 正 测度 的 完备 集 上 处 处 间 
断 ， 因 为 作为 连续 函数 序列 的 极限 函数 , 必须 有 一 个 稠密 的 连续 点 集合 (参看 [46]， 
pp.99—102), 所 以 g 不 可 能 是 连续 函数 序列 的 极限 , 即 9 至 少 为 第 二 类 函数 . 
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24. 属于 不 同类 的 两 个 函数 , 而 有 相同 的 间断 点 . 
设 Py 为 [0.1] 中 的 Cantor 三 分 集 , 在 闭 区 间 [0,1] 上 定义 函数 f 和 g 如 下 : 


1, zr € P, 
f(z) = ds. 
0, z € Go — [0, 1] V P, 


ide | l, z € Py Ha 不 是 Po 的 邻接 区 间 的 端点 ， 
0, 其 他 . 

易 见 , Go 中 的 点 都 是 这 两 个 函数 的 连续 点 , 而 Po 中 的 点 都 是 它们 的 间断 点 . 因此 ， 
这 两 个 吨 数 有 完全 相同 的 间断 点 . 因为 f 是 闭 集 Po 的 特征 函数 , 所 以 它 是 第 一 类 
Ie ZR (参看 [27], 中 译本 p.491). 而 g 作为 限制 在 Po 上 的 函数 时 , 它 在 Po 中 的 
每 一 点 上 者 不 是 连续 的 , 从 而 据 Baire 定理 (参看 [27], 中 译本 pp.485 一 487), 9 不 
Té fg — 2E I e C. 
25. 一 个 F, 型 集 的 特征 函数 , 它 不 是 第 一 类 函数 . 

如 所 周知 , 有 界 闭 集 的 特征 函数 是 第 一 类 的 函数 (参看 [27], 中 译本 p.491). 然 
i, E, 型 集 的 特征 函数 不 必 是 第 一 类 的 函数 .为 说 明 这 一 陈述 , 我 们 在 区 间 [0,1] 
上 如 下 定义 函数 y: 


(2) 1, x 为 有 理 数 ， 

DL) = 

m 0, c 为 无 理 数 ， 

则 2 不 可 能 是 连续 隐 数 序列 的 极限 , 所 以 它 不 是 第 一 类 的 国 数 . 但 是 , 如 果 我 们 将 
[0.1] 中 所 有 的 有 理 数 写成 


e EE T AEE E T 
并 设 


Pnl) = | Lore€injks 
0. x € [0,1] V (ria 
则 对 每 一 n, 函数 o, 仅 含 有 限 个 不 连续 点 , 因而 它 是 第 一 类 的 函数 (参看 [27]. 中 
译本 p.476). 因为 p(x) 是 o (x) ^4 n — oo BERI eR C, 所 以 它 属于 第 二 类 . 
因为 有 理 数 集 是 可 数 的 , 所 以 它 是 一 个 Fo 型 的 集 . 由 此 可 知 . Fo 型 集 的 特征 
函数 不 必 是 第 一 类 的 函数 , 它 可 能 是 第 二 类 的 函数 . 


26. 一 个 (R) 可 积 函 数 , 它 不 是 第 一 类 的 函数 . 


下 面 的 例子 是 由 Wilansky 073 作出 的 ， 
ik K 是 [0,1] 中 的 Cantor SE fifi f, {rn} 是 K 中 的 点 列 , 它 在 K PRR. 
例如 , 可 取 K 的 一 切 邻 接 区 间 的 端点 作为 点 列 {zn}. EKE [0,1] 上 定义 函数 f 
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如 下 : 
0, r€K, 
f(r)- 41, mr XT mn, 
2. rc K 且 对 任何 n, zz v. 


于 是 , f 在 [0,1] 中 的 测度 为 1 的 子 集 [0,1] \ K 上 连续 (这 里 , mK = 0), 从 而 它 在 
[0,1] 上 是 (R) 可 积 的 . 然而 , f 作为 限制 在 完备 集 K 上 的 函数 , 它 无 连续 点 . A 
Jt. 太 不 是 第 一 类 的 函数 (参看 [27]. 中 译本 pp.485 一 487). 
27. 不 与 (R) 可 积 函 数 对 等 的 有 界 可 测 函 数 . 

例 17 中 的 函数 是 有 界 可 测 的 , 它 不 与 (R) 可 积 国 数 对 等 . 

下 面 的 例子 是 由 Wilansky 73! 作出 的 . 

it E 是 单位 区 间 了 中 包含 了 I 的 全 体 有 理 数 的 开 集 , 使 mE < 1/2. f 4 E 
的 特征 函数 . 显然 , f 在 7 上 是 上 半 连 续 的 , 从 而 它 是 第 一 类 的 函数 . 因此 , f TE T 
上 有 界 可 测 . 假设 g 是 工 上 与 六 几乎 处 处 相等 的 函数 , 那么 存在 零 测 度 集 H, 使 当 
x € E\H H}, g(x) = 1, M x e E° \H it, glx) = 0. HF EGET 1I KIRT 
4E (7 的 有 理 数 子 集 ), 因而 E 在 了 中 稠密 , EH 在 了 中 也 稠密 . 因此 , 在 了 的 一 
个 稠密 子 集 上 , g(r) = 1. TI g 在 E*\H 上 无 处 连续 .而 m(E°*\H)>1/2, 故 yg 
在 了 上 不 可 能 是 (R) 可 积 的 . 


第 九 章 


Lebesgue 积分 


0. 引言 . 
这 一 章 例 子 主要 处 理 的 是 可 测 集 上 的 Lebesgue 积分 ， 个 别 例子 也 涉及 
Lebesgue-Stieltjes 积分 . 基本 定义 和 性 质 给 出 如 下 : 
在 E 上 定义 的 简单 函数 uo 有 表示 式 
ez) = Yun (2), 
k=l 
其 中 ex = {x : y(x) = yk} 等 为 互 不 相交 的 可 测 集 , H E = Ulek Yk 等 互 异 , 而 


zex(Z) 表示 ex 的 特征 函数 .我 们 称 和 数 72, ymer 为 简单 函数 yp 在 E Li 
Lebesgue 积分 , 并 记 为 


(L) | lede = 3 mes 0) 
E k=1 

或 简写 为 fp pda. 
设 f 是 有 界 可 测 集 巨 上 的 可 测 函 数 , 对 于 f(x) > 0 的 情形 , 取 ”为 任 一 满足 
0 € y(x) € f(x) (xz € E) 的 简单 函数 , 让 vo 变动 , 我 们 定义 f Æ E 上 的 Lebesgue 
Df f(r)dr = sup Í 2(Z)dz， (2) 

E OXecxfJE 

上 式 右边 为 一 非 负 数 , 也 可 能 是 十 oo. 如 果 此 量 为 有 限 , 则 称 f 在 E E Lebesgue 可 
积 , 简称 (L) 可 积 或 可 积 (本 章 除了 特别 声明 外 , 所 指 的 积分 均 为 Lebesgue 积分 ), 否 
则 只 称 f Æ E LARDA +0. 对 于 一 般 可 测 函 数 f, 当 [f(z)dz 5 fp f(x)dx 
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不 同时 为 +0 时 , 定义 了 在 E 上 的 积分 为 


ados CITDEND at m . 
(L) | fts = 人; (x)dz Li (x)dz, (3) 
其 中 
f+(z) = M f(x) 2 0, fij — f(x), f(r)&0, 
0, f(x) « 0, 0. f(z) > 0. 


当 (3) 右边 两 项 都 是 有 限 数 时 , 也 只 有 在 这 时 , 了 的 积分 是 有 限 的 , 我 们 称 f E E 
上 可 积 , WA fe LE) 或 简 记 为 f EL. 
注意 , 当 f 是 上 的 简单 函数 时 , f 的 积分 定义 (2), (3) 与 上 面 定 义 (1) 相 一 致 . 
至 于 无 界 集 上 的 积分 , 可 以 采用 处 理 无 界 集 测 度 的 方法 . 设 上 是 定义 在 整个 空 
间 R! 上 的 可 测 郊 数 . 取 一 渐 张 的 区 间 序 列 {Ak}: A CAC, H UR Ak S 
RI. ERR 


lim f |f (x)|dx 
k—oo Ak 
存在 且 有 限 (可 以 证 明 , 这 个 极限 必然 不 依赖 于 {A} 的 选择 ), 就 称 广 在 空间 R 


上 可 积 , 积分 记 为 
了 f(r)dr = dm f. f(x)dx. 
R k— 


如 果 所 考虑 的 函数 f 只 在 R 的 一 个 子 集 E 上 有 定义 , 那么 f fe E EKES 
以 在 形式 上 改写 成 整个 空间 R^ 上 的 积分 来 讨论 , 因为 引进 集 妃 的 特征 函数 xele) 
时 , 可 以 认为 函数 f(z)xg(z) 在 整个 空间 有 定义 (在 Be 上 它 等 于 0) 而 且 有 
nc 上 Xe(za 

于 是 , JE 巨 上 的 可 积 性 就 化 为 /xs 在 R 上 的 可 积 性 

积分 的 性 质 : 

1° 若 函 数 f 在 有 限 区 间 [a,b] 上 (R) 可 积 , 则 它 在 [a.b] 上 (D) 可 积 , 并 且 这 
些 积分 彼此 相等 : 

b 
(R) j fG)dr- (L) [ f(æ)da. 


[a.b] 

29 ik fg TE E ERTE, H f(x) < g(z), W 

o < n 
3° i f Æ E ERING, 则 f fk E ERnpPARUTESETRTEAE |f| fk E. EJE 
4° ik fig E EIR, 则 对 任何 实数 e cf 在 E 上 也 可 积 , 并 且 

ef f jar = f ef lad. 
5° 设 f, g Æ E E fn] fH, 则 f +g 也 可 积 , H 

fGx)dz y! glejde = f Vr) + gear 

6° [|f(z)laz = 0 当 且 仅 当 fE 已 上 儿 乎 处 处 等 于 零 
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7^ (绝对 连续 性 ) Bb f 在 E 上 可 积 , 则 对 任 一 正 数 e, 有 正 数 0, 使 当 me < 
6 (e C E) 时 , 就 有 


[3 


E < 


8° ix {fn} 是 马上 的 非 负 可 测 函 数 序 列 , H. f(x) = Epa fale), W 


nno r)da -5 Jalajda: 


9° poa WfREE 上 的 可 测 丽 数目 在 E LAF don BE fp f(x)dx 
与 fe f- (x)dx 不 同时 为 +0, X E = UR] En, Ei, Eo, Eg, 是 一 串 互 不 相交 的 


ser 则 
f(x)dx = 2. 人 f (a)da 


10° (Levi Æ) ” 设 可 测 函 数 序列 {fn} 满足 下 面 的 性 质 : 
0x fil) € falt) S lim f(x) = f(x), 


"dax = li n(x)dax. 
[1o v= lim [ro 7 


11? (Fatou 引 理 ) 设 {fn} 是 巨 上 的 非 负 可 测 函 数 序列 , 则 
mn fn(z)dz «€ ns a f fada > )dzr 


En 


12? (Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 可 测 函 数 序列 (f. 满足 下 述 条 件 : {fn} 
的 极限 函数 存在 , f(x) = limn_,oo 7 且 存 在 可 积 函数 g 使 
fa(z)) < gm) (re E, n= L2.) 


i fejde = lim f fa 


推论 (Lebesgue 有 界 收敛 定理 ) 设 mE < +0, 上 的 可 测 函 数 序列 {fn} 
WBEIcxM(xeE n-12,.-) M 为 常数 , f(x) = limno fanle), WW f 


可 积 且 有 
f te= lim n 
E 9 Jug) 


13? (Vitali EXE) 设 mE < +00, {fn} 是 巨 上 的 可 积 函数 序列 , {fn} YE E 
Ell EEWCSIUF. f, (f) 的 积分 具有 等 度 的 绝对 连续 性 , 即 对 任意 = > 0, A 0 > 0, 
使 对 于 任意 4,m4 < 9, Bt] 


2 fi (z)dx 


些 条 件 下 , f EE "fs 
r)dr — lim f fa (z)dx 
n—o0 Jg 


则 有 


那么 , f 可 积 且 有 


«& (nel1;2,--) 
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现在 再 引进 清 数 空间 LP(E). 

it EX R! 中 给 定 的 可 测 集 , f 是 定义 在 瑟 上 的 可 测 函 数 . 设 p> 0, 车 |fl? 
在 马上 可 积 , 则 称 f 是 p KTR. 一 切 p 次 徊 可 积 的 函数 记 作 LP(E), 或 简 
记 为 Le, 其 中 几乎 处 处 相等 的 函数 看 作 同 一 元 素 . 可 以 证 明 : 

1° LP(E) 是 线性 空间 . 

2° (Hólder 不 等 式 ) i 1« p< +o,1/p+1/q = 1, 则 对 任何 f € LP(E), 
g ELI(E), 有 fgeL(E), 且 有 不 等 式 


[imd rea] une] 


对 于 L'(E)(p > 1) 的 元 f, 如 果 引 进 记号 
1/p 
Ifl) = MEL , 
称 Isle 为 了 的 范 数 , 那么 Holder 不 等 式 可 写成 
[fas| < Wrist, 
3? (Minkowski 不 等 式 ) i f, g € LP(E) (p 2 1). 则 有 不 等 式 
Ilf + gliz»cy € Illl + Muell roc 
我 们 称 定义 在 可 测 集 妃 上 的 可 测 函 数 是 本 性 有 界 的 , 是 指 除去 E PENE 
测度 集 外 , 在 它 的 余 集 上 是 有 界 的 . S LX(E) 表示 E 上 本 性 有 界 可 测 函 数 的 全 体 ， 
凡是 几乎 处 处 相等 的 函数 看 作 同 一 元 素 . 在 二 (五 ) 中 定义 
lllo c) = inf A sup fen. 
"eoo E r€ENXEo 
FK fllLx(E) 为 f 的 范 数 . 
关于 Lebesgue 积分 的 更 多 的 材料 , 可 参看 [8], [14] 和 [18]. 
1. [0,1] 上 的 一 个 (L) 可 积 函 数 f, 使 $77 | nmE[r : f(x) 2 n] = 十 cc. 
在 [0,1] 上 定义 函数 f 如 下 : 


f(z) = » 
易 见 , f [0,1] 上 非 负 可 测 且 (L) 可 积 . 但 是 ， 
2. nmE[r : f(x) > n] = $ Že = +0. 
注 容易 证 明 , i 了 是 定义 在 E 上 的 可 测 函 数 , 如 果 
5 nmE(z : f(x) 2 n] < oo, 


n=l 


IA f EE LUE (L) 可 积 的 . 上 述 反 例 说 明了 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 . 
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2. [0.2-oc) 上 的 一 个 非 负 连续 的 (L) 可 积 函 数 f. 使 limpo f (o) = 0 不 成 立 . 

令 ôn = 1/(n27,n = 1,2,- , YE [0,--oo) 上 定义 函数 六: 4 x= n 时 ， 
f(z) = n; f(n — 64) = f(n + ôn) = 0; Æ (n— ôn n) 及 (njm--6,) E f HRH; 
f£ [0,1/2] 及 (n+ ôn, (n +1) 64) 上 了 的 值 为 零 . 则 了 是 [0, +00) 上 的 非 负 连续 


p. H. 
十 Do "Non oo 1 
/ fs - Y f f(z)dz — 3 =L 


n=1 "nőn n-l 


即 , f 在 [0, --oc) 上 是 (L) 可 积 的 . 然而 , 容易 看 出 ,lim iss f(x) 并 不 存在 (参看 
图 15). 


1 
O 1— ô 1 1 二 61 2—62 2 2-469 3 T 


图 15 


i 可 以 证 明 , 如 果 f YE [0, +00) 上 (L) 可 积 且 一 致 连续 , 那么 lima sso f(x) 
述 反例 说 明了 在 这 个 命题 中 , f 在 [0,--oc) 上 一 致 连续 的 条 件 不 能 减弱 为 


. 可 测 集 E 上 的 非 负 有 界 可 测 函 数 序列 (f), 使 lim, sss fi (ZT)dzr = 0, 而 
{fn} 却 无 处 收敛 于 零 . 
首先 注意 ,对 于 任意 自然 数 n, 可 以 而 且 是 唯一 地 表示 成 内 = 2* 十 i (这 里 
k—0,1,2.--.; 0«i «2* — 1). 现在 给 出 函数 序列 (f). H n = 25 + i BE, E 


D z 十 1 
i; gk $9 « 9k P 
falë) = 


0, [0,1] 中 其 余 的 点 . 


2p. 实 分 析 中 的 反例 


[9.4] 


1 1 f 1 
i i 
i i 
fi(z) i ! 
i i 
1 i 
1 g O 1 
2 
lr r3 l 三 一 1 ma 
1 | bd i 
1 [| 1 1 1 
1 1 1 I 1 
| 1 1 i 1 
[ 1 1 1 1 
1 1 I 1 1 
1 1 1 1 1 
i 1 1 I 1 
1 1 1 I 1 
[9] I 2 3 17 012 3 1 * Q 1 2 3 
4 4 4 4 4 4 4 4 4 


显然 有 (参看 图 16) 


à 1 
] fos - ue 
因为 当 n — oo Hf, k 也 趋 于 无 穷 ， MUR 
lim i falede = 0. 
n= 0 
但 是 , Cf.) 在 闭 区 间 [0, 1] 的 无 论 哪 一 点 上 都 不 趋 于 零 . 
4. [0,1] 上 的 一 个 实 值 连续 函数 序列 (5), 使 f1(x) 
车 有 连续 函数 f 适合 fav) 2 f(x) 2 0 (n= 
Ta 万 fa (x)dx £0. 
下 面 的 例子 是 由 Kestelman 97] 作出 的 . 


请 上 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


> fəl 
1,2,-- 


c) 
«Jy 


IL Ww 


用 长 度 之 和 为 1/2 W—PF KHA [0, 1] 中 的 全 体 有 理 点 , K K [0,1] 中 未 


被 这 些 开 区 间 覆 盖 的 点 , 则 K 为 一 闭 的 无 处 稠 集 . 对 每 一 ze [0,1], 令 


falo -(1—d(z,K)", n212,-, 


这 里 , d(x, K) 代表 点 r 到 闭 集 K 之 间 的 距离 : 
d(r, K) — inf |z — yl. 
y 


于 是 , 每 个 函数 f 在 [0,1] 上 都 是 连续 的 , 且 对 任 一 x € [0, 1], 有 


filz) 2 falz) 2-20. 
此 外 , 对 任何 正 整 数 n, 有 


1 
fn(r)dr 之 pu 
0 2 
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这 是 因为 当 xz EK 时 , f(z) = 1, mM K m) (L) 测度 > 1/2. 

假定 f 是 [0,1] 上 的 连续 函数 , 对 每 一 有 理 点 g € [0.1], 都 有 0 < jg) < 
fala) (n — 1,2,---), 则 因 对 任 一 有 理 点 q, 有 1— dlg, K) <1, 故 从 了 的 连续 性 得 
到 f(z)=0 (x € [0, 1]). 


5. 一 个 在 E 上 并 不 依 测度 收 剑 于 零 的 函数 序列 (f). 使 对 每 一 可 测 集 e C E, 都 
有 lim, J: fnat = 0. 
f£ E = [0,1) 上 定义 函数 序列 {fn} 如 下 : 


l; E m ome 2g F 
2n 2n 
fal) = : . 
2i 4-1 2i 4- 2 


' n 
显然 , XHE— a € [0, 1) 都 有 
lim fa(x)dz — 0. 
T,—oo JO 


于 是 , 对 任意 的 开 区 间 (a, 8) C [0, 1) EA 
B B ^ CY 

lim | fa(z)dz = lim / fa(x)dr — lim / fa(z)da — 0. 
a TL— OO Jo TL — OO 0 


Ex , 1—0,L2,---,n-— I. 
2n 


也 一 OO 


i G 为 [0,1) 的 任 一 开 子 集 , 则 G 可 表 成 可 数 个 或 有 限 个 两 两 不 相交 的 开 区 
间 的 并 集 : 


据 测度 的 完全 可 加 性 , 有 
mG 一 5 ml, S1. 
m=1 


于 是 , 对 任意 的 s > 0, 存在 正 整 数 N, 使 
5 ml, « e/2. 


m=N+1 


因此 ， 


<fa olde <$. 
ua 2 


m=N+1 


o6 fn(£)dx 
` U Im 


n=N+1 


XH n 充分 大 后 , 有 


因而 当 充分 大 后 , 就 有 


«E 


n fn(x)da 
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lim ncn 
TL— OO G 


由 此 可 见 , 对 任意 的 闭 集 F c [0, 1), 有 
lim nn 
n— oo F 
从 而 对 任意 的 E, 型 集 A C [0, 1), 有 
lim J fs =o; 
了 一 OO A 
设 e E= [0,1) 的 任 一 可 测 子 集 , 则 有 Fo HE A C e f mA = me (参看 
[6], pp.49 一 50), 因而 


,im NE jdt = Jim JT. fa (x)dzx «f fatt Ja) =0 =} 


AE {fa} 在 E = [0,1) 上 并 不 依 测度 收敛 于 0. 为 此 , 取 o = 1/2, 则 
BEz :| 入 (zj| 2 o] = [0,1), 


即 


所 以 
Jim mElz :|fn(z)| 2 o] — 1. 
即 (f) 在 巨 上 并 不 依 测度 收敛 于 0. 
注 我 们 有 如 下 的 命题 : 若 {f} 是 定义 在 上 的 非 负 可 测 函 数 序列 , H 
ime UU jds = 0, 
则 {fn} YE E 上 必 定 依 测度 收敛 于 0 ) (参看 [27], 中 译本 p.193)， 上 述 反例 说 明了 
在 这 个 命题 中 , 函数 序列 非 负 性 的 条 件 是 不 能 去 掉 的 . 去 掉 之 后 , 虽 加 强 为 对 每 一 


可 测 集 ec E, 都 有 
lim /Das E 


仍 不 能 保证 {fn} 在 E ERIWEKAF 0. 
6. 任 给 趋 于 零 的 数列 {a,,}， 可 构造 一 个 非 负 可 测 函 数 序列 {r} 使 77 an 
所 fn(z)dz 收敛, 而 {fn} 在 E 上 无 处 收 剑 于 零 . 
由 于 lim, an = 0, 故 可 选取 子 列 (as, ), 使 
|om | < 1/9* (k —1,2,---). 

在 可 测 集 E (mE < -oo) 上 定义 函数 序列 {Sa} 如 下 : 当 n 等 于 某 个 PK 时 ， 
fa) = 1; 而 当 不 等 于 任何 一 个 wk 时 , fale) 三 0. 显然 , {fn(7)} 是 E 上 的 非 
fA np illl PR SUE 列 ， H 


> janl f. fat fa(x)dax = ded dr = Y lan mE 


= | 
a Bk = = mE < +0, 
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所 以 级 数 77 as fp fn(z)dz 是 收敛 的 ， 


男 一 方面 , 对 任意 的 正 整数 n, 总 可 找到 正 整数 ng > n, 此 时 fui (n) m 1. 可 见 


{fn} dE E 上 无 处 收敛 于 零 . 


7. 一 个 (L) TARA f 和 有 限 个 区 间 的 并 集 (n), 使 lim, sss Fro f(x) cos nadz 


#0. 
我 们 有 Riemann-Lebesgue 7|38: ix f € L(a, b), W 


b 
uim f f (x) cos Xzdz = 0 


(参看 [8], p.349). Borwein 4?! 推广 Riemann-Lebesgue 引 理 如 下 : it f € L(0, 


+00), 又 对 每 一 正 数 A, (A) 是 (0,+eo) 的 子 区间 , 则 
lim f f (x) cos Ada = 0. 


入 一 十 ca I(A) 
事实 上 , 假定 I(A) = (a, ba), 并 令 
SA = f(x) cos Azdz, 
T(A) 
则 
bx 
SX = H f (x) cos Ardx 
"T aby =r / A 
三 一 / f(x + n/N) cos Axdz. 
JaA—m/AÀ 
因此 ， 
by QA 十 不 /入 六 十 T/ 入 
alsa < f Me) fene fO Mm | Mene 
—o(1), 当 入 一 十 oo 时 . 
即 
lim (x) cos Mrdz = 0. 
入 一 十 co I(A) 
Borwein 还 指出 , Æ I(A) 是 有 限 个 区 间 的 并 集 , 则 所 述 命题 不 复 为 真 . 他 的 例 
子 如 下 i 设 


即 


n—2o095 


lim f f(x) cos nzdx Æ 0. 
I(n) 


* 196 - 实 分 析 中 的 反例 [9.9] 


8. (L) 可 积 而 不 (R) 可 积 的 有 界 函 数 
函数 
1， cr AE 
f(x) = 
0, c 为 无 理 数 . 
在 [0,1] 上 是 (L) 可 积 的 . 因为 f 在 [0.1] 上 无 处 连续 , 所 以 它 并 不 (R) 可 积 . 
注 PELA f f£ [a,b] E (R) 可 积 , W f Æ [a,b] 上 亦 必 (L) 可 积 
者 的 积分 值 相等 . 上 述 反 例 说 明了 其 逆 命 题 并 不 成 立 . 


9. 广义 (R) 可 积 而 不 (L) 可 积 的 函数 . 


第 一 例 ix 
sinr/r, uv X0, 
f(x) = | 


则 广义 (R) 积分 f; 7 f(z)dz KAE 
T 
T. f(s)dz = 7 


T É |f (z)|dz = 十 oe 
0 


(参看 [7], p.680). 这 意味 着 |f| 在 [0,--oc) 上 不 是 (L) 可 积 的 , 从 而 f 在 [0, +0) 
上 也 不 是 (L) 可 积 的 . 

第 二 例 “在 开 区 间 (0,1) 上 定义 函数 f: 
ije 2n 十 1, 1/(2n 4-2) < x < 1/(2n + 1), 


但 是 


zu 


—(2n +2), 1/(2n43) € x < 1/(2n + 2), 
. 易 见 , f 在 (0,1) 上 的 广义 (R) 积分 存在 , H. 


这 1,2.* 
1 oo 1 1 1 ji 
f. f(x)dx E (a x) ea (s) 
ex 


(2n Pu (2n + 2) 


IA m = 


1 
f |/(z)ldz — «oo, 
可 见 f fg (0,1) 上 不 是 (L) 可 积 的 . 

注 上 述 两 个 反例 说 明了 如 果 区 间 (a,b) 为 无 穷 或 者 函数 在 有 限 区 间 (a,b) 上 
JUR. 那么 函数 在 (a5). 上 的 广义 (R) 可 积 性 并 不 草 涵 该 函数 在 (a,b) 上 的 (L) 可 
积 性 .然而 , 可 以 证 明 , 如 果 f 非 负 并 且 广 义 (R) 可 积 , 那么 f 亦 必 (L) 可 积 . [A 
此 .上述 反 例 也 说 明了 在 这 个 命题 中 , /的 非 负 性 的 条 件 不 可 去 掉 
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10. (L) 可 积 而 不 广义 (R) 可 积 的 非 负 函 数 . 
第 一 例 x 
1, x 为 有 理 数 ， 
Jz) = 
0, c 为 无 理 数 ， 


则 f f£ (—oo0,4-oo) 上 是 (L) 可 积 的 , H. 
Too 
f f(x)dx = 0. 


但 f Æ (~, +00) 上 并 不 广义 (R) 可 积 . 
ZB EES La, 是 收敛 的 正 项 级 数 , 在 区 间 [0,1] 上 定义 函数 f : 
f(x) = S — —— "End 


n-—l |x m bn|2 i 


其 中 {bn} Æ [0,1] 中 的 可 数 稠密 子 集 . 易 见 , f 在 [0,1] 上 是 非 负 可 测 函 数 , 且 


1 oo b 1 
n dr dx 
f(x)dz = an T rj 
Í l ) 2 ( 0 (bn = T) J bn (x sal bn)? 


n=1 


-S'an (203 + 2(1 — bn)? ) 


n=l 
<4 » an < +00, 
BU f fr [0,1] 上 是 (L) 可 积 的 但 是 无 界 函 数 f 在 [0.1] 上 并 不 广义 (R) 可 积 . 
ik 设 了 是 (a,5) 上 的 非 负 函数 ,车 了 在 (a,5) 上 广义 (R) 可 积 , 则 了 在 (a, b) 
ERD (L) 可 积 . 上 述 反 例 说 明了 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 . 
11. 任 给 非 几乎 处 处 有 界 函 数 人 可 构造 一 个 (L) TRAR g, 使 fg 不 (L) 可 积 . 
下 面 的 构造 法 属于 Lebesgue. 
不 妨 设 f 在 可 测 集 E (mE > 0) 上 恒 大 于 零 . 于 是 存在 实数 序列 {an}, 适合 
0«a; «02 Zer Lana X^, n € s, 
且 
mE, = Tn #0, 


其 中 En = E[r:a, S f(z) < anii]. Æ E 上 定义 函数 g: 


, £€cHE,,m:s-1,2,--, 
Nanm 


g(z) = i 
0, xr EEN U Pis 


n=l 
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于 是 , 一 方面 
l r)dr = 3 T = Tin 
f sce = 2. /. g(x)dx = 2 SRL 
E $c d D Lad « -Foo 
#51 Nan ^e ni n2 a 
另 一 方面 
N 
f reside f Foged 
E n—1 " En 


Y ann, EL 
ad zn DT) de= ex Dg T] -之 n 
可 见 g dE E E (L) 可 积 而 fg Æ E EIA (L) 可 积 . 
12. [0.1] 上 的 一 个 有 界 可 测 函 数 f, 使 对 任何 (R) TRAR g, 都 有 Jion f(x) — 
g(x)|dx > 0. 


WE f(x) (0 < z < 1) 为 第 八 章 例 17 中 的 有 界 可 测 函 数 , 则 对 [0,1] 上 的 任 一 
ERA (c), THAT 


m{z: f(x) Æ w(x)) » 0. 


现 设 g [01] 上 的 任 一 (R) 可 积 函数 , 则 g 在 [0,1] 上 几乎 处 处 连续 , 从 而 
也 有 
mz: f(x) zx g(z)) > 0. 


于 是 应 有 e 0 存在 , 使 得 
mE(&) = m(z : |f(x) ^ g(z)) 22) =ô > 0. 


f, f 7 aos - { |f) - g(a)ldz 
[0,1] (f(x) g(x)) 
2 Í |f (x) — g(z)|dz 2 emE(e) = &ó > 0. 
E(&) 


因此 


13. 在 每 个 子 集 上 都 (L) 可 积 , 但 在 并 集 上 并 不 (L) 可 积 的 函数 . 
容易 证 明 , 若 f 是 En (n= 1,2,--) 上 的 可 测 函 数 , 则 f 也 是 = Uer En 上 的 
可 测 函 数 . 然而 , 对 于 (D) 积分 而 言 , 相应 的 命题 并 不 成 立 . 例如 , 令 
En = (1/(2n + 1),1/(2n - 1), n2e1,2-- 
则 各 个 E, 两 两 不 相交 , H U?e_ En = (0, 1]. XS 
n, 2n/ (4n? — 1) < x < 1/(2n — 1), 
f(z) = | 
-n, l(2n41)«zr«x2n/(4n?—-1), n-1,2, 
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则 了 在 每 个 En 上 都 是 有 界 可 测 的 函数 , 从 而 (L) 可 积 , 其 积分 值 为 


A d, 
a f(x y= au Cms [7 " ndz 
ir 2n 


4n*?—1 


2n 1 1 2n 0 
一 -n n — z— WN 
4n?—1 2n41J/ ` 2—1 4n2 一 1 


|f(z)ldz = Y pd If(z)ldz = > a ep 
TL 


但 是 ， 


n=l" 2n+1 
oo 


n cría" Dor 

可 见 , |f| Æ (0, 1] 上 并 不 (L) 可 积 , 从 而 了 在 (0, 1] 上 也 不 ( (L) 可 积 

注 容易 证 明 , 车 f 在 有 限 个 集 E, Eze, En EI (D) 可 积 , Wi] f E E — 
Up Ex 上 也 (L) 可 积 . 上 述 反 例 说 明了 不 能 把 这 一 命题 推广 到 无 穷 多 个 集合 的 并 
集 上 去 . 
l4. R! 上 的 一 个 非 负 (L 可 测 函 数 f, 使 对 任何 区 间 (a,b) (a <b) & r € R, T8 

A m((a,b)n (x: f(z) 2 r)) » 0, B8 f, f(x)dx # +o. 

下 面 的 例子 是 由 Henkel [99] 作出 的 . 

设 {rn 为 RI 中 的 全 体 有 理 数 , 在 R! 上 定义 函数 序列 {fa} 如 下 : 

(zr — T2) 3, TE (ra, Tn 4- 1), 
fala) = 


0, XE(rn, Tn +1). 


fal 
fG)- L d 


则 f 是 R! 上 的 非 负 (L) 可 测 函 数 . 易 见 , 对 任何 区 间 (a,b) 及 "7 > 0, 存在 有 理 
数 q € (a,b) 及 某 个 实数 c, 使 得 (g,c) C (gq,g 十 1), MHE (gq,c) 上 f(z) 2 r. 于 是 
得 到 

m{ (a,b) n {x : f(x) 2 r}} » 0. 


上 f (z)dz — 2. 


15*. TA f, 处 处 适合 0 < f (v) < +0, 但 在 每 个 非 空 开 区 间 (a,b) 上 , f? f(z)dz = 
十 Co. 
ik 4 [0,1] 中 测度 为 1/2 的 Cantor 集 . 对 于 任意 开 区 间 I= (a,b), 令 
Z; = {a+ (b—a)x:x € An (0,1). 


但 是 , 经 过 计算 可 得 
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则 mZ; = (b— a)mA = |7|/2 (参看 [82]. pp.67—69), 式 中 |7| 表示 区 间 了 的 长 度 . 
再 令 

gr (oe) es (e), 
其 中 o, WE Zi 特征 函数 . 然后 重复 第 七 章 例 39 的 程序 来 构造 函数 f. 因为 每 个 
Æ Z, 的 测度 为 |1|/2, 所 以 函数 gr 在 工 上 的 积分 就 等 于 VI 2|1|). 既然 每 个 形 如 
(a, a Las s 开 区 间 含 有 任意 小 长 度 的 子 区 间 T, 那么 积分 J? f(z)dz 将 任意 大 , 由 
于 它 是 一 个 常数 , 所 以 等 于 +oo. 


16. 任 给 f € Lja, b), 可 构造 集 A C [a,b], 使 mA — b — a, 且 对 任 一 "E R! 和 任 
一 r € A, 都 有 lim, .0 i pem |f (t) — ridt = |f(z) — rl. 
S (re. gs i ierit e 
gn(v) = |f (Œ) — ral. 
易 见 , 对 每 一 n,g,, € Lla, b]. 再 令 
Cn(z) =C 十 r ga (t)dt, 
其 中 C 为 一 常数 . 于 是 , 在 [a,b] 上 几乎 处 处 有 
G(T) = gu(z). 
由 此 可 知 , 存在 子 集 An C [a,b], fli mA, =b- a, H xe A, 时 ,有 
gun(x) = G',(r)-— lim 人 二 出 二 Gate lim 人 gu (t)dt. 


h—0 h h—0 J 
^ A= (v? An M 


ml 


m([a, b] NA) 2 m NE a,b] \ An) )« Smi [a, b] \ An) = 0, 
n=1 n=1 
HL m.A-b- a. 
任 给 = >0 K re RI, 选取 如 此 的 n=n(s,7), 使 
Ir — ra| < €/3. 


于 是 , 对 任意 € [a,b], 有 
lf (x) ^ r| — |f(z) ^ ral| < &/3. 
由 此 得 到 
x+h 
f O- rld- f(e) n 
如 果 ze A, WA x € An, 从 而 由 等 式 


1 r4-h 
im z ri gau) (Ves d.) 


可 知 存在 he 0, 使 当 |h] < he 时 , 就 有 
1 


x+h 
T (gu (t) — gn (2))dt 


这 样 就 得 到 了 所 需 的 结论 


1 nT 十 hh 
< 2e/3+ | / (gn(t) — gn(z))dil. 


< &/8, 
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. [0, 十 oo) 上 的 一 个 非 负 的 上 半 连 续 函 数 f. 使 i f(z)dx = oo, 而 对 每 一 
六 > 0. 有 357 , f(nh) < +. 

下 面 的 构造 法 属于 Haclane 8. 

我 们 首先 用 归 雇 法 构造 (n,n 十 1) (n = ,,2,---) 中 具有 正 测度 的 财 朴 集 En, 
它们 适合 下 列 条 件 : 对 于 某 个 h > 0 及 正 整 数 r,s, 当 rh € Up Ex, sh € Engi 时 ， 
SE h <1/(n +1). i Ey 是 区 间 (1,2) rP£E— Ho iE DU RE BP FE, 并 设 具 有 上 
YETEIRIBIBISE Ei, 已, , En 已 经 作出 . 9 

E, = E], 
US 
这 里 , aE, = {x : z/a € En}, Urs 是 对 一 切 有 理 数 s/r SK, HRA r € (n4 
1)2. F, TREME. 因此 , (ni 十 1,n 十 2) 必定 包含 一 个 与 及, 不 相交 的 开 区 间 . 在 
这 个 开 区 间 中 任 取 一 个 闭 疏 集 作为 Enyi 则 Enp 具有 所 需 的 性 质 . 事实 上 , 如 果 
rh € Ut Er, h>1/(n+1), 则 
nc-l12rh2r/(n-1), 
因此 ,7 < (n 4 1)?. 于 是 便 有 
sh € | J(s/r)Ex € Fn, 


人 一 1 


可 见 she Engi. 明 所 欲 证 . 
其 次 , 我 们 在 [0, +00) 上 如 下 定义 函数 f: 
0, T€ Eg, 
f(x) = U 
l/mE;, w E€ Em m= l2 a 
则 /是 非 负 的 上 半 连 续 函数 ， H. 


0 


另 一 方面 , E f(nh) 中 只 有 有 限 项 不 为 零 因而 
Y^ fih) < too. 


n-l 
18. R! 上 的 一 个 一 致 有 界 的 (L) TWRF {Sn} 使 对 任何 区 间 [at], {fa} 中 
都 不 存在 在 [a.b] 上 几乎 处 处 收敛 的 子 列 . 
下 面 的 例子 是 由 Fine 4 作出 的 . 
设 f R 上 不 对 等 于 常 值 函 数 且 具有 周期 为 1 的 有 界 可 测 函 数 . 例如 , 函数 
f(x) = 4Iz| 一 2[2z] + 1 
就 具有 上 述 性 质 , 其 中 [z] 代表 括号 函数 . 
4 fal) = fins), W {fa} 是 R 上 的 一 个 一 致 有 界 的 (L) 可 测 函 数 序列 . Z& 
证 对 任何 非 空 区 间 (a b], (fa) 中 不 存在 在 [a, 中 上 几乎 处 处 收敛 的 子 列 . 为 此 , 任 
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取 非 空 区 间 [a, 8]. 由 f 的 周期 性 得 到 
B n 
r f(nz)dr = - f(x)dx 


na 


[n8] j+1 n na 
f(r)de-- |  f(z)dv — | f(x)dx 
dx ac hs igi foa " | 
1 nB na 
= (c fnBl - [na f fs + ( J f(z)ds — LL. fes) l 
(1) 
1 nj na 2 
2 ( icm s [.. fis) < lf) 
因而 得 到 n 
. 1 n | na l i i 
lim — jo f(x)dx 一 A rode) =0. 
又 因为 
(nA [nal = a -nat (n — n8) 4 (5a — [ned] 
e dies pii — nb | na 一 -a 
故 由 (1) 式 得 到 
im f. fan(z)dz = (8 -a i f(x)dx. (2) 


倘若 存在 某 个 区 间 [a,b] 及 {fn} 的 子 列 {fn} 使 {fn} 在 [a,b] EJLT AEA 
收敛 于 某 个 函数 g, 则 9 必 是 [a.b] 上 的 有 界 的 (L) 可 测 函 数 . 任 取 [a, 3] c [a,b], 
并 令 
1 
M = zjdz， 
f f(x)dz 
据 Lebesgue 有 界 收敛 定理 ， 得 到 
了 g(x)dx = jm f f(nyz)dz = (8 — o) M. 
因而 
(g(x) — M)dz = 0. 


由 于 [a, 8] 是 [a,b] 的 任意 子 区 间 , 所 以 在 [a.b] 上 几乎 处 处 成 立 着 g(x) = M. F 
是 , 由 (2) 式 得 到 

6-of |f (x) 一 Mldz =, lim f. |fnitz) — M|dz = 0, 
从 而 在 [0,1] 上 几乎 处 处 成 立 着 Flz) = M. 此 为 矛盾. 
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19. Lebesgue 有 界 收敛 定理 中 ME < +o 的 条 件 不 可 去 掉 . 
设 
| l/n, Ozrc«n, 


0, n € z« +, 


WI (f, ) 是 [0, +00) 上 可 测 ( 且 可 积 ) 的 函数 序列 , 又 |f,(z)| «1n ,2,--- , {fn} 
在 [0,--oc) E~ET f = 0. 因此 , 除了 mE < 十 oo 外 , {fa} 满足 Lebesgue 
有 界 收 敛 定理 的 其 他 各 项 条 件 . 然而 ， 


f - f(z)dz =1, f VP eai 


[EU 
Too 十 cc 
lim fn (x)da: «f f (x)dz. 
有 一 OO 0 0 
更 为 极端 的 例子 是 : 设 
1/m， |z|< rn, 
fn(7x) = 

0, |z| > nê, 


则 {fa} 是 (~, +00) 上 一 致 有 界 的 可 积 函 数 序列 , 并 且 一 致 收敛 于 了 = 0. 但 
Too 
$ f (x)dax = 0, 
m 一 De 
Too 
Jim f fa (x)dx = Jim 2n = +00. 


20. Lebesgue 有 界 收 敛 定理 中 函数 序列 一 致 有 界 的 条 件 不 可 去 掉 . 
在 区 间 [0,1] 上 定义 函数 序列 { 访 } 如 下 : 
0 «€ z « 1/n, 
fn(¥) = 
0 z=0 或 l/n<z<l. 
易 见 , {fa} 在 [0,1] 上 处 处 收敛 于 f m 0. 但 是 
1 1 
f fn(a)de = 1, f f (x)dx = 0, 
0 Jo 
所 以 ， 
li n (r)dx dz. 
dim. Í fa(z)dz # f f(z)dz 
21. Lebesgue 控制 收敛 定理 中 控制 函数 的 可 积 性 的 条 件 不 可 去 掉 . 


E eG 
$ USES N, 


0, mnm«mrc«-coon-1,2--. 
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显然 , 控制 {f(z)} 的 函数 gle) 必须 在 [0, +00) 上 几乎 处 处 有 g(x) 2 1. 此 时 ， 
控制 函数 gle) 在 [0, +00) 上 不 是 (L) 可 积 {fra(z)} 在 [0, +00) 上 处 处 收敛 于 
f(x) =1, 1B f(z) 在 [0,+oo) 上 并 不 (L) 可 
22. Vitali 定理 中 mE < +% 的 条 件 不 可 去 掉 . 

TE E = [0, +00) 上 定义 函数 序列 {fn}: 


l/n, Oxscs«m, 
fn (x) = 


0, n <r « -roo, 
则 {fn} 是 互 上 的 可 积 函 数 序列 . 又 对 任意 c > 0, PEX ó fii ó ce, WP ACE 
H mm4<6 时 ,就 有 
f fa (x)dx A 
所 以 Cf.) 在 已 上 具有 等 度 的 绝对 连续 积分 . 最 后 . 令 f = 0, 对 任意 正 数 o, 存在 
正 整 数 N, 4 n> N 时 就 有 1/n < e. 因而 当 n > N 时 , 就 有 
Elz : |fa(2) - f(z)| 2 0] = 2, 
BU (f,) 在 五 上 依 测度 收敛 于 f. 于 是 , Vitali 定理 中 除 条件 mE < --oo 不 被 满足 
外 ， 其 余 的 条 件 全 都 满足 . 人 然而 "m 
fn (mas = 1, f f(x)dx — 0. 
0 


0 

Loo 
im f falæjds zu z)dz. 
noo 0 


23. 使 Fatou 引 理 中 等 号 不 成 立 的 函数 序列 . 
E E= [0,1]; falz) = nze-"7.n —1,2,--., W (f,) 是 巨 上 的 非 负 可 测 函 


数 序 列 , H u 
n e= E nze ?* da = P] Es 28 


lim L Fal E s 9' 
另 一 方面 , 对 任意 re E, 都 有 
lim f, (x) = 0, 


<j dr =mÅ<ð <£, 


因此 


因而 


因此 B 
/ lim f, (z)dz = 0. 
JEn-—ocoo 

可 见 


f lim fal(zjdx< lim Hi fa (x)da. 
E 


TL— oo 1 一 COC 


[9.25] 
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24. 一 个 变 号 的 收敛 可 测 函 数 序列 , 使 Fatou 引 理 的 结论 不 成 立 
HO E = (0,1), 并 在 上 定义 函数 序列 如 下 : 
1, l/(n-c-1)«rz«1l 
fn(7z) = 
—n, 0<z<1/(n+1). 
XS f(z) 三 1 则 对 每 一 e E, 都 有 
Jim fale) = f(x), 
所 以 | 
lim fj(x)dx — 1. 
E n= 
j—Jr ifii, 我 们 有 
5 n n 
Ln (z)da = / -ndz 十 M dz = d cape 
因此 
人 lim f;(x)dr > lim 人 Fala = 
E n=œ n—oo 
注 这 个 例子 说 明了 对 于 变 号 的 函数 序列 , Fatou 引 理 的 结论 不 再 成 立 . 
25. Levi 定理 中 函数 序列 非 负 性 的 条 件 不 可 去 掉 . 
在 区 间 [-1, 1] 上 定义 函数 
i à ioi og 
fuil "75 gala w 777 
0, mr-—0, 0, t= l; 
则 有 
fi(x) 和 falx) S + S falx) < 
然而 


Lg i 
J {fn} dii = / (: = x) dt = +00, 
=i) "av 


xz 
0 
f {Ja} dæ =f ta 3 dx = +00, 
Haa) Ame g 
MC 1,1] f(T) dr 不 存在 . 同样 ， I TIRACODE, 也 不 存在 . 
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26. 两 个 平方 (L) 可 积 的 函数 , 它们 的 和 不 是 平方 (L) 可 积 的 . 
设 E, A (0, 1] 中 的 一 个 不 可 测 子 集 , Ez 为 [2, 3] 中 的 一 个 不 可 测 子 集 . 令 
1; x € [0,1] U E2 
f(z)-4-1 æE [23N E 
0, ”其 他 点 ， 
I, x € [2,3] U E1, 
g(z)= 4 -1, zx e[0.1]NE:. 
0, 其 他 点 ， 
则 
1, ze€[0,1]U [2.3], 
| 0, 其 他 点 ， 


所 以 f? 5j g? fg R! 上 都 是 (L) 可 积 的 . 为 一 方面 ， 


) 2. rx € EU ES, 
f(z) + g(2) = 
0, 其 他 点 ， 
4, r€FQUEs, 


f(z) + g(x)] = 
(f(z) + g(x)] 其 他 点 ， 


而 Ei UE: 是 不 可 测 集 , 故 (了 十 g)? 在 R! 上 并 不 (L) 可 积 . 


27. 一 个 非 负 函 数 f. 1E f € D? [1 oo), 但 [77 iade = +o. 


设 {an} 是 适合 等 式 
1 n+l 1 
— — =ar ——dr 
nnn ^ f JE à 


oo 


f(x) S ants sal (2), 


n=l 


的 数列 , 令 


其 中 opua 代表 区 间 [n,n 4- 1] REKK, 则 
nl 


L flg jdt = y T f^(z)dz = > Í a; dz 


Ss 1 
5 人 一” 4 = Vn nln n 


因为 上 式 右 端的 级 数 收 敛 , 所 以 f € L?[1, oc). 
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一 方面 


du 


[ & f des z 2 E i iti i1] (7) dm 


n=l 
eo n+l oo 1 
= > 一 and2 = > y 
z- nlnnn 
n=l n=l 


因为 上 式 右 端的 级 数 发 散 , 所 以 f(x n +00). 
28. 不 属于 任何 L?(0,1) (p > 0) 的 非 负 可 测 函 数 . 

设 f(z) = ez (0< x « 1), W f ÆKE (0,1) 上 的 非 负 可 测 函 数 . 然而 容易 
看 出 , 对 任何 p > 0, JELZ(0,1)， 
29. 属于 L^-^(0,a) 而 不 属于 L?(0,a) 的 非 负 可 测 函 数 , 其 中 0 < 5 < p. 

设 f(z) =P, 则 了 是 (0,a) 上 的 非 负 可 测 函 数 .因为 对 任意 0 < 5 < p. 
都 有 ; 

a "I "T e gel Ëi 
i |J (a) |? as - | ga ^ dx = "i < 十 co， 


故 对 任何 0 Z ô Z p, f c L?—*(0, a). 但 是 
f |F (x)| Pdr = h E epis, 


因此 fEL^(0,a). : 

30. 属于 L?^(0,--oc) 而 不 属于 任何 L?(0, 十 0o0) (p > 0, p z 2) 的 非 负 可 测 函 数 . 
设 f(x)-—z-7?(1-4|m2|)7!, W f Z& (0, +00) 上 的 非 负 连续 函数 , 从 而 也 是 

非 负 可 测 函 数 . 因为 


十 ce "oo 
T |f (x)? dz = } z-(1--|Inz|) ?dz 
0 0 


E f dx i r dx 29 
~ Jo z(1—1nz)? hh — zx(141nz)? i 
所 以 f € L? (0, +00). 


为 证 fFEL”(0, +00) (p > 0,p # 2), 只 要 注意 , 对 于 非 负 连续 函数 而 言 , (D) 可 
积 性 与 广义 (R) 可 积 性 是 等 价 的 . 而 


iid Tee dx 
AN IP an: ET 
f |f (2) [P da: / a»/?(1 4- Ina]? 


a dx ; Fu da 
— Jo P(Q- mrp  J,  zP/?(1-4Inz)P 


= Hh, 
m X. (R) 积分 的 Cauchy 判别 法 (参看 [7], p.676), 积分 五 收敛 而 Do 发 散 , 从 而 
®© f(x) Pdr 发 散 , Bl fEL?(0, +oo). 
注 容易 证 明 , 车 mE < +o H p <p, W LP(E) C L? (E). 例 29 说 明了 这 
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个 包含 关系 是 严格 的 . (0 30 则 说 明了 当 mE = 十 oo 时 , 2? p z p. 那么 LP(E) 与 
L? (E) 可 以 互 不 包含 . 
31. HER f I g, 1E (f. | f()9-g (x) |" dz? >{ fp |f (£) Pdr} H fp gle) Pdr}, 

这 里 , 0 <p<1. 

设 忆 为 具有 正 测度 的 点 集 , A 与 B JJ E 的 两 个 不 相交 的 子 集 , 且 0<mA4 < 
二 00, 0 < mB < «oo. $ 

f(z) = (1/(mA) P)ga(z), g(x) = en(z), 

其 中 oA 与 pp 分 别 为 4 5 B 的 特征 函数 , 则 


1/p . 1/p 
1 |f (x) + «cords = V. dr 4 Í, de} = (1 + mB)'/*, 
1/p 1/p 
{/ foras) =1, {/ eina = (mB)/», 


由 于 0<p<1, 故 1/p>1, 从 而 
(14 mB)? > 1+ (mB), 


re ora s C ropa) (f ici 


32. 连续 单调 函数 g 和 连续 函数 f, 适合 HF r)dg(x) 天 PF , (x)dz. 
在 区 间 [0,1] E, ix f — 1. 又 设 9 为 第 七 章 例 23 中 的 Cantor 函数 0. 于 是 
上 式 左 端的 Riemann-Stieltjes 积分 或 Lebesgue-Stieltjes 积分 等 于 0(1) 一 0(0) = 
(参看 [27], [14] 或 [18]), 而 在 右 端 , 因为 被 积 国 数 几乎 处 处 等 于 零 , 所 以 其 Lebesgue 
33. 函数 f 5 g, 使 f XF g 是 Lebesgue-Stieltjes 可 积 而 不 是 Riemann- 
Stieltjes 可 积 . 


h z € [-1,0], z € [-1,0), 
f(x) = glz) = 
1, m E (0,1] 1 十 zZ， € [0,1]. 
那么 可 以 求 出 f $F g 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 为 1 (参看 [14], p.50). 但 是 , 由 
于 z=0 是 函数 了 与 9 的 公共 间断 点 , 因而 f 关于 g 的 Riemann-Stieltjes 积分 不 
存在 (参看 [98], PR 4% pp.186—187). 
34. 使 limp ,yoo 上 上 fines) = lloc) 不 成 立 的 函数 f 
容易 证 明 , 若 mE < +0, 则 有 
im lllw) = Ifl). 


即 
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应 当 注意 , 在 这 个 命题 中 条 件 mE < oo 是 不 能 去 掉 的 . 例如 , S 


A= Ü 区 十 可 


l, r€4A 
f| 


在 R! 上 定义 函数 f 如 下 : 


0, z€R!VA, 
则 当 p < 十 cao 时 , 有 


1/p oo 1 1/p 
lleer = la = (mA)!/? = 三 = +00. 
lilie = Tf ae} = ma) p) to 


但 Lf | rss (my = 1, 所 以 
Pm. llle 7 flne can 


35. L^(R') 中 的 一 个 函数 f, 使 不 存在 R^ 上 的 连续 函数 序列 (f£, V, 适合 lim, ,~ 
lf — fallzssig = 0. 
iX (a,b) 是 R! 中 的 非 空 开 区 间 , 在 R! 上 定义 函数 f: 
1, m € (a,b), 
f(z) = 
0, xE(a,b), 
则 f e Loe(n!). 如 果 存 在 R! 上 的 连续 函数 序列 {fn} 使 
Jim [|f — fallzssqmi) = 0. 
那么 对 正 数 e (e < 1/2) 而 而 言 ， 就 应 该 有 R! 上 的 连续 函数 g, 
Ilf — allis (m S €- 
由 此 得 到 在 R' 上 几乎 处 处 成 立 着 |f(x) — g(c)| < e. 于 是 , 对 任意 正 数 9, 存在 点 
Ze(aa+0 y € (a — ô, a), 使 得 
|1—g(z)| <e, lg(W| & e. 
由 此 得 到 
linsupg(x) 21-6, liminfg(z) € e. 


这 与 g EREET IR. 
注 上 述 反 例 说 明了 R! 上 的 全 体 连 续 郴 数 所 成 之 集 在 Lo (R!) 中 并 不 稠密 . 


36. R! 上 的 一 个 非 负 (L) 可 积 函 数 , 使 对 任何 非 空 区 间 [a,b], 它 在 [a.b] 上 都 不 
是 本 性 有 界 的 . 
B (rye, 为 R! 中 的 全 体 有 理 数 , 令 
(z= Tm) ^, X € (ra, 4 +1), c fn (a) 
falx) = f(z) = 5n ! 
i 人 (ra, ra +1), > á 
Wf ik R! Lüg4EfanpleR X, H. f e L(R!). 


现 证 对 任何 非 空 区 间 [a,b], f YE [a,b] 上 都 不 是 本 性 有 界 的 , BU 
PATERE E " sup  f(r),e =+. 
mE-O Flac SNB 
是 有 界 的 ， 即 存在 常数 M ER a rE Pus 4 E, DA 
f(z) < M. 


m(1[a.5] N (x : f(x) > M)) — 0. 


男 一 方面 , 由 例 14 可 知 ， 
mi[a,b] O (x : f(x) > M}} > 0. 
此 为 了 矛盾, 故 f YE [a.b] 上 不 是 本 性 有 界 的 . 


37. 一 个 (E) iiis 它 的 某 个 近似 连续 点 不 是 Lebesgue 点 . 


lim miEn [rg — h, xo + h]) zi 
h—0* 2h 
(如 果 ro = a, 则 只 要 lim, or m(E nn [a a - h] /h = 1. XF xro = b, IE X), 


E fG E WE zo 是 连续 的 , 则 称 f 在 zo 为 近似 连续 . 
由 定义 可 知 , f 的 连续 点 是 近似 连续 点 . 


假如 | 
Th 
lim i/ |f(t) — f(x)|dt = 0, 


h—0 h Ja 
则 称 点 x 为 f HY Lebesgue 点 . 
容易 证 明 , (L) 可 积 函 数 在 它 的 每 一 个 Lebesgue 点 是 近似 连续 的 , Hos 4 EC 
反例 如 下 : 设 


f(z) = m=], Dres; 
0, ILI 
这 里 , d, = 1/2?^, 易 见 , f 是 定义 在 (0,1) 上 的 (L) 可 积 函数 . 再 将 f Fifi eR CE 
拓 到 (—1, 0] Video 1,1) 上 的 (L) 可 积 函 数 . 
RIIE x — 0 4 f 的 右 近似 连续 点 , 为 此 ; 使 


p= U [m tte) 


n-l 


易 见 , 4 xe Et, f(x)=0, m f(0)= 0, ik 
lim f(x) = f (0). 
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剩 下 只 要 证 明 lim, or m(E n [0,h]}/h = 1 BI. i h € (1/271, 1/29], 并 令 
E(h) = [0, ^] n E, W 


oo 


1 1 1 1 
E(h)= |] [s ge) U (II o n m )) 


i=no+2 


sonf ( Oz) JU (oi e) 


由 此 可 知 ， 


oo 


1 
mE(h) 2 h — y» di — da 41 = h — ` 22i 
i—no4-2 i=nù+1 
oo 
1 l 
l, - ( nj 


由 于 对 一 切 1/2791 < h € 1/2" (ng = 1,2,---), 上 述 不 等 式 都 成 立 所 以 当 
h= 0-- Hf, ng — -oo, 于 是 
mE(h) ; 1 
im — 2 lim 
h—04- h no—--oc 2na 


又 因 mE(h)/h < 1, lk 


h—04- h E 
这 就 证 明了 xz — 0 是 函数 f 的 右 近 似 连 续 点 
同 理 可 证 x = 0 是 f 的 左近 似 连续 点 . 因而 xz = 0 是 f 的 近似 连续 点 
其 次 证 明 x = 0 不 是 f 的 Lebesgue A. 为 此 , 取 hn = 1/2", 则 


pope 1 fa 
lim Ke p |f (x) — f(0)ldz > im NE 2. 2 7 区 5i 十 4 
ow 1 
= lim 一 :一 一 1>0， 


ım 
n—oo ] 2n 


Hl r —0 不 是 f 的 Lebesgue 点 . 
注 ”容易 证 明 , 对 于 有 界 可 测 函 数 而 言 , Lebesgue 点 与 近似 连续 点 相同 . 上 述 
反例 说 明了 在 这 个 陈述 中 , 函数 为 有 界 的 条 件 不 可 去 掉 . 


38. Hg qu f. 使 f (xo) 是 其 不 定 积 分 在 To 的 导数 ， 但 了 在 点 To 并 不 近似 连续 . 


1 1 i! 
l E€ 3 ， 
i ü |; 站 1 n-l i 2n(n + 5) 


f(r)—4.4 g 1 1 l n—1,2,-.., 
A nti mmia i 


0, g=, 
则 f 0.1) 上 的 有 界 可 测 函 数 , 从 而 f e LI0,1). 令 


ez) = I ftdt. 
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首先 计算 y(z) 在 点 xz = 0 处 的 右 导数 . 


[ 
f(x)dx 
p' (0+) = Jim, £09 = lim -9————-. 


设 0h «1, 则 必 有 正 整 数 no 存在 ， 使 得 1/(no 十 1) « h € 1/no, FÆ 
h 
1 f(x)dx = D [. f(x)dx ao f (x)da. 


vi no-cl TER 
由 f 的 定义 可 知 ， 


TT 
因而 
h h 
l 1 1 
vjdr| = r)dr| < = ; 
Jo f) m L- fa) ng  no-1l  mo(no-l) 


当 h — 0+ 时 no — +0, 于 是 得 到 
0x um, Ie(R)|/h < nlm (no + 1)/no(no + 1) = 0, 

Bl (x) Æ x —0 的 右 导数 存在 且 等 于 f (0). 

当 把 广 按 偶 函 数 延 折 到 (—1,0] 时 , 就 得 到 (—1.1) 中 定义 的 函数 . 用 上 述 同 
样 的 方法 可 知 p(x) 在 x = 0 的 左 导数 也 存在 , H w(0-) = f(0). 于 是 w(0) = 
f(0) — 0. 

由 于 对 任意 5 0,24 x € (—0,0) xk x € (0.8) 时 , EA |f(x)| = 1, 从 而 对 
z = 0 的 任 一 全 和 密 点 集 不 可 能 有 点 列 (ns). 当 zn 一 0 时 

Jim fiza) = 0 = fO). 

因此 , x = 0 一 定 不 是 广 的 近似 连续 点 . 

注 rif Lebesgue 点 , W f AY (L) 不 定 积分 

e) - f roa 

在 点 x 具有 导数 FG) (参看 [7], 中 译本 pp.314—315). 上 述 反例 说 明了 它 的 逆 命 
题 并 不 成 立 . 


第 十 章 
梧 意义 收 钱 的 函数 序列 


0. 引言 

设 (f) EWE E ER p(1sxp---oo)1X*9€ Lebesgue 可 积 函 数 序 列 , 这 
时 Cf) 的 收敛 意义 可 以 按 多 种 意义 解释 . 在 这 一 章 里 , 我 们 将 考虑 其 中 较 管 见 的 
几 种 收敛 意义 , 并 指出 它们 之 间 的 蕴涵 关系 , 当 没 有 缠 涵 关系 时 就 给 出 反例 . 我 们 
要 考虑 的 收敛 意义 是 : 

(1) 一 致 收敛 : 

lim yoo fa(x) = f(x) XF z € E Sm. 

(2) 近 一 致 收敛 : 

任 给 5 > 0, 存在 E 的 可 测 子 集 Es, 使 在 E; 上 (fa) 一 致 收 全 于 f, 而 
m(E N Es) < ô. 

(3) JL3F-&ib fib AO: 

liMmn—oo f(x) = f(x) 对 于 几乎 所 有 的 x e E 成 立 . 

(4) WEK: 

任 给 e > 0, lim, oo mz : |fa(x) — f(x)| 2 €) ^ 0. 

(5) 平均 收敛 : 


im Yi fa (x) = F(x) de = 0. 


@ 最 相近 的 收敛 型 是 处 处 收敛 , 它 与 (3) 的 关系 无 足 轻 重 . 
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(6) BKS: 
当 1<p< + 时 , 对 每 个 g € L (E), 1/p4-1/q — 1, 有 
Jim f fal(x)gl(x)dz - f. f (z)g(z)dz. 
M pli, 对 每 个 g € L (E), 有 
WM 
关于 收敛 意义 (1)—(6) 之 间 的 蕴涵 关系 , 我 们 就 E 的 测度 为 有 限 或 无 穷 而 分 
别 加 以 讨论 . 
zi mE < +, 则 有 


(2) 


D= 0 三 oq 


herd 


"M mE = oo BT, 有 


0) LI————bw 
D ———— XA E —————- B 


随后 的 例子 将 要 表明 , PUE EMR PU HII ZR OR AR. 可 能 都 不 行 . 
1l. 几乎 处 处 收敛 与 测度 收 和 敛 之 间 的 关系 . 


当 mE < 十 oo 时 , 几乎 处 处 收敛 蕴涵 测度 收敛 , 其 逆 不 真 ; 而 当 mE = 十 co 
时 , 几乎 处 处 收敛 不 列 涵 测度 收敛 . 
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第 一 例 测度 收敛 而 无 处 收敛 的 函数 序列 ， 
对 于 每 个 正 整数 k, 在 区 间 [0,1) 上 定义 天 个 函数 : 


L ré i—1 i) 
(k) h BI. 
fi (x)= 5 " i= 1,2, n k 
0, rE iae 
, L | x) 


将 这 些 函 数 排 成 一 列 : 
eim) ff" mh 网 = 天 ple) eh ple) = He), 
则 函数 序列 (uu(r)) Æ E = [0,1) 上 依 测度 收敛 于 f(z) = 0. 因为 如 果 o, (x) = 
JO? (x), 则 对 于 任意 的 不 大 于 1 的 正 数 o, 有 
Ble: Ion(o)l > 9 = Ei) 
注意 , 当 n 一 oo 时 也 有 一 oo, 因而 
Jim mElz : |pn(z)| 2 o] = Jm < =f. 
BB, {gn(z)} Æ [0, 1). 上 依 测度 收 敛 于 0. 
但 是 , 在 [0,1) 中 任意 一 点 zo, 关系 式 
Jim Qn(xo) — 0 
并 不 成 立 , 因为 当 ro € [0, 1) 时 ， es k, VR ARR i: 
we |) 
从 而 A (a9) = 1. 换言之 , 我 们 沿 数列 
(1 (20). p2(T0), 3(xo). > 
看 下 去 , 不 论 怎么 样 的 远 , 总 有 等 于 1 的 数 . 所 以 lima sso pn(zo) = 0 不 能 成 立 . 
第 二 例 “处 处 收敛 而 不 测度 收敛 的 函数 序列 . 


ps 
1, z€Í[n,n-1], 
fn(7) -| 


的 
0， zxe€[n,n- 1], 


则 (f.(z)) Æ E = (~, +00) 上 处 处 收敛 于 f(x) = 0. 因为 
Jim mE |z : |fa(x) — f(z)| > 3 = Jim m[n,n + i] 21, 

所 以 {f(x)} 在 互 上 并 不 依 测度 收敛 于 f (a). 

ik 从 上 两 例 看 出 两 种 收敛 区 别 很 大 , 它们 的 区 别 正 是 在 于 : 假如 固定 任 一 个 
€ > 0, 那么 (fau) 处 处 收敛 于 f 的 特点 是 ( 对 E 中 每 点 zo， 总 有 一 个 指标 
n(z0), 对 于 从 n(zo) 以 后 的 一 切 n, |fn(x0) — f(zo)| < e, BI zo € Opn El : 
|fn(z) 一 f(z)| < e]; (i) 对 于 每 个 指标 n 来 说 , 使 得 | 有 (xz) 一 f(z)) 2 e 的 点 工 
全 体 却 可 能 有 较 大 的 测度 . 而 依 测度 收敛 的 特点 是 完全 相反 , 它 的 特点 是 (i) Efe : 
|fa(x) 一 了 (z)| 2 e] 的 测度 一 定 要 随 m 一 oo miss] TAE; (i) 而 对 每 个 zo 来 说 , 却 
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未 必 存 在 某 个 指标 nlro), 使 得 
To € N Elz : |fi(x) — f(x)| < el], 


i—n(ro) 


甚至 可 能 对 每 个 指标 n, n2, Elfe : |fi(z) 一 f(z)| < e] 始终 是 空 集 . 
2. 近 一 致 收敛 与 几乎 处 处 收敛 之 间 的 关系 . 
当 mE < 十 cc 时 , E 上 的 可 测 函 数 序列 其 近 一 致 收敛 性 与 几乎 处 处 收敛 性 披 
此 等 价 ; 而 当 mE = +o 时 , 近 一 致 收敛 性 蕴涵 几乎 处 处 收敛 性 ， Boss EC, 例如 ， 
ił E = [0, +20), $ 
l, re 区 十 d ; 
n 


0, r€EN 区 十 d i 
易 见 , {fn} EE E&bhbIKCT f= 0. 但是, CE E 上 并 不 近 一 致 收敛 于 0. 如 若 
不 然 , 即 对 任意 的 & > 0, 存在 e C E, fi me < e, ifii {fn} YE ENe 上 一 致 收敛 于 
0, 那么 就 有 正 整数 N 存在 , 4 n 2 N 时, 对 一 切 x € E Ne, 都 有 
|fn(x)] < 1. 
4 An = [n,n + 1], f£ A, E, EA fale) )=1. 由 此 可 见 


falx) = 


“一 < 
iC? 
We 
ll 
Q 


于 是 得 到 Ure yA C e, 因而 


这 与 me <e RETH. 
3. 一 致 收敛 与 平均 收敛 之 间 的 关系 . 

车 mE < +00, {fn} C D'(E) (p > 1) B {Jn} Æ E E—SOKSICE. f, W {fn} 
亦 必 平均 收敛 于 f. 应 当 注 意 , 当 mE = 十 co 时 , BUAR S, 甚至 
还 不 蕴涵 弱 收 敛 . 又 , 即使 mE < +0, 平均 收敛 不 缠 涵 一 致 收 全 ,甚至 一 个 平均 收 
全 的 函数 序列 可 以 是 无 处 收敛 的 . 

第 一 例 一 个 在 可 测 集 上 一 致 收敛 的 函数 序列 {fn}, 使 对 任何 pz 1, (f) 
C LP(E), 但 (f. ) 并 不 弱 收 敛 . 

在 E = (—o0, oo) 上 定义 函数 序列 {fn} 如 下 : 

1 
falt) = z 20er] (2); 
其 中 plo es] 是 区 间 [0, en] 的 特征 函数 . 因为 
fall S La, Ll, 2, 
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所 以 (fa) 在 E E—SüalkSicE f = 0. 又 对 任何 p> 1, 都 有 f, € LP(E). 4 
le, S21, 
g(x) = 
0, dl, 
则 g 是 EE 上 的 有 界 可 测 函 数 , H ge LUE), 其 中 当 p > 1 时 , 1/p+ 1/4 = 1, 而 
当 p= 1 ff, g = +. 因为 
fra(z)adr = i Id zs Jd 
E : o T i 
所 以 {fn} 并 不 弱 收 敛 于 f. 
第 二 例 一 个 函数 序列 {f}, 使 对 任何 p 2 1 (fa) € LP(E) H (fa) p KE 
平均 收敛 , 但 它 在 E 上 无 处 收敛 ， 
对 每 一 正 整 数 上, YE E = [0,1) EXE X. k "P FRA 
i 


í NEN 
E E EJ? 
i 


0, zl 二 Lt) , 
k k 
将 这 些 函 数 排 成 一 列 
pila) = F(a), pale) = JP (T) pa(z) = f2 (x), 则 对 任何 p (1 < p < 
+0), 都 有 {yn} C P(E), 且 {yn} p KREFT q = 0. 这 是 因为 如 果 
opn(z) = FP (x), W n — oc fif k — oc, 从 而 


1 1/p 
s s k 
im lon -pli = im Cf. cas) 
n-—oo k—oo 0 


1/p 
i m (x) =M; 
但 是 , 对 任何 xo € [0, 1), 关系 式 


lim wa(zo) — 0 
也 一 CO 


并 不 成 立 (参看 例 1). 
A. 几乎 处 处 收敛 与 平均 收敛 互 不 列 涵 . 

第 一 例 “ 一 个 函数 序列 Cf). 使 对 任何 p > 1,{fn} € P(E) H {fn} p KE 
平均 收敛 , 但 它 在 E Ekki (参看 例 3 中 的 第 二 例 ). 

第 二 例 “一 个 在 可 测 集 巨 上 处 处 收敛 的 函数 序列 {fn}, 使 对 任何 p > 1, {fn} 
CL?(E), 但 {fn} EE p KRFS. 

在 [0, 1) 上 定义 函数 序列 {fn} : 

n, O0«mr«l/m, 


万 (z) = 


0, r-—051/n&r&l, 
则 对 每 一 xo € [0.1]. 都 有 


lim fn(x0)= 0. 
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B] {Fn} 在 [0,1] 上 处 处 收敛 于 f = 0. 但 是 ， 
1 1/p 


1 1/p d 
lf — Fllzotoa = u sas] 一 u ue) = (n?-1y/», 


所 以 lima sso || fa — flot z 0. Bl (f5) 并 不 了 次 震 平 均 收敛 于 f. 
5. JL3P-&b &h lor Sir; S5 I SOC EL AN ZR 
第 一 例 一 个 在 可 测 集 马上 人 处 处 收敛 的 函数 序列 Cf). 使 对 任何 p > 1, (f) 
C L'(E), 但 {fn} 并 不 弱 收 敛 . 
在 (0.1] 上 定义 函数 序列 {fn}: 
falz) = ne (0, aj (a t), 
其 中 poa) 是 区 间 (0, 2]. 的 特征 函数 . 易 见 , 对 任何 p (1 < p < oo), fn € L?(E), 
且 对 每 一 zo € E = (0, 1], 都 有 
im fn(zo) — 0. 
是 , (fa) 并 不 弱 收敛 于 f m 0. 事实 上 ， X g= 1, W ge L«(E), 3X H, 4 p» 1 
Peeter iaig eye 时 q = 十 co， HA 


[ fn(x)g(z)dr -f ndg = 1. 
0 

因此 , £f.) 不 弱 收 敛 于 f. 

第 二 例 一 个 函数 序列 (fu). 使 对 任何 p > 1, (f) C P(E) 且 弱 收敛 , 但 
{ 记 在 已 上 并 不 几乎 处 处 收敛 . 

设 记 (2]) = cosng, € E = [0,27]; n» 21,2,:.J9 1, fa € EP(E) (p2 1), 
且 对 任何 g € L*(E), 1/p + 1/4 = 1, 都 有 

2n 


" 2m 
,lim | fa(z)g(z)dx = im F g(x) cos nda = 0. 
0 Jt 


因此 , {fn} BAT f =0. 但 是 , {fa} 在 五 上 并 不 几乎 处 处 收敛 . 

例 3 的 第 二 例 中 的 函数 序列 也 具有 所 需 的 性 质 . 
6. 测度 收敛 与 弱 收 剑 互 不 荀 酒 . 

第 一 例 一 个 在 E 上 依 测度 收敛 的 函数 序列 Cf). 使 对 任何 p z 1, (fa) C 
L*(E), 但 {fa} 并 不 弱 收敛 . 

E E = [0,1] 上 定义 函数 序列 { 思 }: 

f(x) = npo, 112), 

其 中 pio ii 是 区 间 [0, 2] 的 特征 函数 . 对 任意 的 nn 及 p (1< p < oo), 都 有 


" fa) ds = f nPdr = n?-!, 
0 
所 以 fn € L'(E). 对 任意 o > 0, 有 
Elz : |fa(2)| > 0] c le d 


TL 
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因而 mE[r :|fn(z)| 2 o] < 1, Bl (f) dg E. ERWEE f = 0. 但是, (f) 
JEARBIECOCT: J, 因为 若 取 g(z) = 1, WA 
lim Ta fn(x)g(x)dx = im "A nda — 1. 
0 

第 二 例 可 测 集 E 上 的 一 个 函数 序列 "n" 使 对 任何 p 21, (fa) c LP(E) 
且 (fa) H, 但 {fn} 并 不 测度 收敛 . 

4 E = [0,27], falz) = 1 +sinng, f(z) = 1, 则 对 每 一 nf € L'(E). f € 
L"(E)(p 21), 且 对 任何 g € L*(E), 这 里 当 p > 1 时 , 1/p-- 1/4 = 1, fA p — 1 
时 , q = +00, 都 有 


2r 2m 
lim fn(z)g(x)dx -f f(z)g(z)dz + lim "1 g(x) sin nzdc 
m— o Jo 


= f()g(x 

Wk (fu) IAAF f. fra {fn} dn E 上 并 不 依 测度 收敛 于 f. 

iE “由 于 平均 收敛 蕴涵 弱 收 敛 , 故 例 6 的 第 一 例 也 说 明了 测度 收敛 并 不 缠 洱 平 
T SR. 
7. 近 一 致 收敛 与 平均 收敛 互 不 蕴涵 

第 一 例 一 个 在 可 测 集 E 上 近 一 致 收敛 的 函数 序列 (fy, 使 对 任何 p > 
1, (fa) C LP(E), 但 {fn} 并 不 了 次 宕 平均 收敛 (参看 例 4 中 的 第 二 例 ). 

第 二 例 —^ up E LERge UT {fn}, 使 对 任何 p > 1, {fn} C L?(E) 
E {fa} 平均 收敛 , 但 它 在 E 上 并 不 近 一 致 收敛 (参看 例 3 中 的 第 二 例 ). 
8. 测度 收敛 而 非 近 一 致 收敛 的 函数 序列 . 

容易 证 明 , 近 一 致 收敛 的 可 测 函 数 序列 必 是 依 测度 收敛 的 . 但 这 个 命题 之 逆 并 
不 成 立 . 例如 , 设 E = [0, +20), 命 

l, XE 区 十 d " 
n 
思 (z) = 1 
0, rz€EN nnnc -E 

W (f) 在 E RWEKAF f= 0. 但 是 , 它 在 上 并 不 近 一 致 收敛 于 f (参看 
例 2). 
9， 弱 收敛 而 非 平均 收敛 的 函数 序列 . 

容易 证 明 , 平均 收敛 的 函数 序列 必定 是 弱 收 敛 的 . 然而 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 . 
例如 , & E = [0,27], f(z)=1+sinnz, f(x) 2 1, M {fa} CL?(E) (p > 1), H 
Lf.) BKF f. X, (fa) E E EJEARIUEECHICE. f. 由 于 当 mE < +o 时 ,平均 
收敛 草 涵 测度 收敛 (参看 [6], p.146). 因此 , {fn} 不 可 能 平均 收敛 于 f. 
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10. 7 AGES STAR p (1 < 7 <p) XXSETSIB SERO ARE 7]. 
设 E = [0, 1], an = n, fE E EXE X ERBUF 9I] {fn} 如 下 : 


0, 0zrzl-2o,, 
n 
f= G — 1 +2an) l1—2an<rxr<S<l-—an, 
n 
n, l= Qn Es L, 


其 中 n > 2, XS f(z) = 0. 易 见 , 对 任何 n > 2, 九 是 互 上 的 连续 函数 ,因而 
Un) € L'(E), {fa} c P(E). 因为 


1— 1 1/$ 
On n! 


2 
lfa — Flew) = Mslizsu = {/ 一 (ZT 一 1 十 2oojrdz+ | vds] 
1 一 am 


P 
1—2a, Qn 
löä l/r 
j 
Tn Qn 
1 一 2an 


另 一 方面 , 我 们 有 


1 nP p+1 P T 
lfa — Flle = lfnlz»cg = pl. af en T nha 


所 以 {fn} 并 不 p RRFIIKAF f. 
注 ”容易 证 明 , 着 mE <+, 1<r <p W {fn} p 次 寡 平 均 收敛 于 f. 蕴涵 
Ufa) r KREFT f. 上 述 反 例 说 明了 这 个 陈述 反 过 来 是 不 正确 的 . 
11. [0.1] 上 的 一 个 函数 序列 {fn} 适合 |ne € M (n= 1,2,…), (fs) 在 
[0,1] 上 处 处 收敛 于 f, 但 lim, s || fa — flrrtoj #0- 
下 面 的 例子 是 由 Wade L179 作出 的 . 
在 [0,1 上 定义 函数 序列 {fn} 如 下 : 
yn, Os/ 
fa(x) = 
0, 其 他 ， 
则 (f, 在 [0,1] 上 处 处 收敛 于 0, FL 
Ilf dd n0, K 1. 
然而 lingo Ilf lE ont, x 0. 
iE 我 们 有 如 下 的 命题 070: 设 M 为 一 正常 数 , 0 & r < oo, 若 IIll € 
M (n—212,-), H {fa} Æ [0,1] 上 几乎 处 处 收敛 于 f, 则 对 任何 p (0 & p « r), 
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都 有 
Jim. lfr — lent0 = 9. 


上 述 反 例 说 明了 当 p = r 时 , 这 个 命题 不 再 成 立 ， 又, 当 mE = 十 co 时 , 这 个 命题 


也 不 成 立 . 例如 , 令 
l, n«mrzcizn-l, 
fanle) = ] 
0, 其 他 ， 
则 (f) YE E = [0, +00) 上 处 处 收敛 于 0, HE L?(E) 的 范 数 下 , 数列 {falle} 
mno Ifall LE) =0 
并 不 成 立 . 
12. 一 个 在 上 几乎 处 处 收 钱 于 f 的 函数 序列 {fn} C LE), 使 sup, | 入 | = 
K < --oo, 而 {fn} 并 不 弱 收 敛 于 f. 
我 们 有 如 下 的 命题 : Xr {fn} C L'(E) (1€ p € +0), H (fa) 在 巨 上 几乎 处 
处 收敛 于 函数 f. 又 
sup |fallr»(g) = K < +o, 
W (f,) BRAF f (参看 [39], pp.227—228). 应 当 注 意 , 当 p = 1 时 相应 的 命题 
并 不 成 立 . 例如 , 在 [0,1] 上 定义 函数 序列 {fn} 如 下 : 
0, z € [1/n, 1]. 
fum) = € n, z= 0, 
线性 ， xe [0,1/m]. 
易 见 , 对 任 一 zo € (0,1], 都 有 
im Talo) = 0, 
所 以 {fn} 在 [0,1] 上 几乎 处 处 收 化 于 0. 又 
n : 1 
sup || fall tto, = so f” (n — n?z)dz = 
T n 0 
但 是 , 对 于 函数 g(x) = 1 而 言 , EA 
1 
flr)g(r)ds = 3 m=]; Zso; 
0 
因此 {fn} 2E f= 0. 
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13. R! 上 的 一 个 (L) 可 积 的 连续 函数 序列 (f), 适合 (i) lima .~ fal) = 0, 
(ii) sup, fa < +20, Gii) {fn} Æ R! 上 一 致 收敛 于 f, 但 {fn} 中 不 
存在 子 列 {fn} È limi ss | 一 川 cono = 0- 

在 R! EXE XLERBUT 9I {fn} 如 下 : 


l/n. mnt&rx2nm, 
fam) = $ O; r£n—-lurz2n-4l, 


线性 ， n—l1zms&mz*2nx:zx2n-4 1, 
则 对 每 一 n. f, 在 R!) 上 连续 且 (L) 可 积 . {fa} 还 适合 
G) s fael) — 0, 


. "T 1 2n 1 :2n4-1 1 
(ii) 上 和 二 LL. socio nare | sue ~z 0 -?n-1dz 
所 以 Sup, [alle =2 -Foo. 

(ii) 因为 |f (z)| € 1/n, n 2 1,2, PC (fa) Æ R! 上 一 致 收敛 于 f(x) = 0. 
然而 , 对 于 {fn} 的 任何 子 列 (fu). TU 

1 

| |fr (x) = f(r)lde =1+ —, 

m nk 


EJE, meoo || fn — Flier £ 0. 


0. 引言 . 

这 一 章 处 理 有 限 区 间 上 的 有 界 变 差 也 数 与 绝对 连续 函数 方面 的 例子 , 涉及 的 基 
本 定义 和 命题 给 出 如 下 : 

Wf 是 定义 在 区 间 [a.b] EIER. 考察 [a.b] 上 的 任意 一 组 分 点 : 


ü = Fo Z Er £ mb, 


当 分 点 变动 时 , 称 上 确 界 


为 f 在 [a,0] 上 的 全 交差 (或 全 变 分 ), 并 记 为 VEI). Æ Vf) < oc. 则 称 f H 
[a.b] 上 的 有 界 变 差 函数 (A era 

43 9E 2E PRICE: 

1? Hi] eR Ue FAE 2E PR RL 

2* 有 限 个 有 界 变 差 函 数 的 和 , 25 55 RE ELT CAD. VIE 2E VR C. 

3? 两 个 有 界 变 差 国 数 之 商 (Ar REASIUTE) 仍 为 有 界 变 差 销 数 . 

4? (Jordan 分 解 定理 ) f 为 [ab] 上 的 有 界 变 差 图 数 的 充 要 条 件 是 f 可 表 为 
两 个 不 减 的 非 负 函 数 之 差 . 

5? (Lebesgue) # f JE [a.b] ER eS. 则 f TE [a,b] 上 几乎 处 处 可 微 . 

推论 、 有 界 变 差 哨 数 几 乎 处 处 可 微 . 

设 了 是 [a.b] 上 的 函数 , 如 果 对 于 任 给 的 < > 0, 恒 有 6 > 0, 使 于 [a.b] KIE 
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意 一 组 分 点 
aı < bi «as < b2 < < an < bn, 
只 要 "1(b; — a) < ó, 便 有 
> I F0) — f(a) |< & 
则 称 S H [4, 上 的 绝对 连续 函数 . 
绝对 连续 吨 数 的 性 质 : 
6° EE f YE [a,b] E (L) 可 积 , 则 广 的 不 定 积分 
F(x) = " f()dt C 
是 fa, 世上 的 绝对 连续 函数 , 其 中 C 为 常数 . 
7° it f Æ [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 ， W f' E [a,b] 上 (L) TR, 且 有 
| ren - r0 - rio) 
8° 若 f H [a.b] E (L) 可 积 函 数 , 则 有 F(z) 使 
(i) F Ø [a,b] 上 绝对 连续 ， 
(ii) 在 [a,b] 上 几乎 处 处 有 F'(x) = f(x). 
又 对 于 任何 满足 条 件 (i) 和 (i) 的 函数 F, 恒 有 
f(x)dx = F(b) — F(a). 
9^ 4&1 EHE PR RUE HAE RAA. 
推论 EIER RUL PARAE np fr. 
10° 满足 Lipschitz FH AROGE X ve exc. 
推论 E fE lab] ETE f AR, 则 了 是 fab) EAER EE K. 
关于 这 些 性 质 的 证 明 以 及 有 关 这 方面 的 更 多 材料 , 可 参看 [8], [14], [18]. [27] 和 
[98]. 
1. 一 个 非 有 界 变 差 函数 , 其 绝对 值 是 有 界 变 差 函 数 ， 
在 [0,1] 上 定义 函数 
1, ZX 为 有 理 数 ， 
f(z) = | 
一 1， cr 为 无 理 数 ， 
由 于 在 [0,1] 上 无 处 连续 , 因而 f 不 是 有 界 变 差 函 数 . 然而 , |f(z)| = 1 是 (0. 1] 
上 的 有 界 变 差 函数 . 
注 ”容易 证 明 , 车 f Æ [a b) EDARRAK% W [f| 也 是 [a.b] 上 的 有 界 变 
差 函 数 . 上 述 反 例 表 明了 这 个 陈述 反 过 来 是 不 正确 的 . 
X, 可 以 证 明 : 车 f 在 [a.b] 上 连续 , |f| 在 [a.b] 上 有 和 界 变 差 , W f Æ (a.b) 上 
也 有 界 变 差 . 因此 , 上 述 反 例 还 表明 了 在 这 个 陈述 中 , f 为 连续 的 条 件 不 可 去 掉 . 
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2. 全 变 差 为 无 穷 大 的 可 微 函 数 . 
下 面 的 例子 是 由 Lebesgue L101 作出 的 . 
在 区 间 [0,1] 上 定义 函数 


z?^sin(l/zr?Ó O0 «ral, 
Ja) = i 
0, x= 0, 


" 2x sin(1/z?) = (2/z) cos(1/z?), 0«zx«1, 
f (2) = 
0, = 0. 
因此 , f 在 [0,1] 上 处 处 可 微 . 然而 , f 在 [0,1] 上 的 全 变 差 却 是 无 穷 大 . 事实 上 , 我 
们 在 [0,1] 中 取 分 点 
1 


由 此 可 见 , Va (f) = eoo. 
注 有 界 变 差 函 数 是 几乎 处 处 可 微 的 . 上 述 反例 说 明了 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 . 


3. 不 满足 任何 阶 Holder 条 件 的 有 界 变 差 函数 . 
T 
—1/mnmz, 0< zx 1/2, 
fis] = | g =0. | 
易 见 , f 是 [0,1/2] 上 严格 递增 的 连续 阴 数 , 因而 它 是 [0, 1/2] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 
但 是 , 对 于 任意 的 a 0, f 不 满足 a 阶 Holder 条 件 . 为 证 明 这 个 结论 , 我 们 
先 设 0 <a<1, 并 取 r — 0. 由 于 


dpa: CR z—04- m = oup = spon, 

因而 对 任何 正 数 M, 存在 x" € (0, 1/2), 使 得 
即 |f(2”) 一 了 (0)| > MIz —o[*. 也 就 是 说 ,了 在 [0,1/3] 上 不 满足 a Holder 
条 件 . 

再 设 a > 1. 若 f 满足 a 阶 Halder 条 件 , 则 易 证 f 应 为 常 值 函 数 . 这 是 矛盾 
的 , 故 了 不 可 能 满足 a 阶 Holder 条 件 . 

注 满足 Lipschitz 条 件 的 函数 必 是 有 界 变 差 函 数 ， 上 述 反例 说 明了 这 个 命题 
之 道 并 不 成 立 . 
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4*. 满足 o (0 < a < 1) Kr Holder 条 件 而 不 是 有 界 变 差 的 函数 . 


设 al 十 a2 十 … 十 an 十 … 是 任意 的 项 为 单调 递减 的 正 项 收敛 级 数 ; 并 设 其 和 

H s. 在 [0.5] 上 构造 函数 f: 
f(z) =0, 在 点 0.a1,a1 十 aaail 十 aa 十 aa : 
fiz) = .在 点 ai a2 d bassi - (n —1.2,*--); 
f(s) — 0; 

f(x) 在 任意 形 如 [ay 十 :十 an aa asc E]. [ai aa 
二 ts- 证 an] 和 [0， ^, 0] 的 区 间 上 是 线性 的 (这 个 函数 的 略图 参 
看 图 17). ix Tr pA ROGER] [0, s] 上 连续 , 且 在 其 上 的 全 变 差 为 无 穷 大 , 不 管 原先 
的 级 数 ai 十 az 十 … 十 an 十 … 是 怎样 的 级 数 . 为 了 证 明 它 的 全 变 差 为 无 穷 大 这 个 
论断 , 我 们 用 点 : 

JL, usc 3 PEL 十 Q2,01 + Q2 十 qe 1Q1 十 Ca 十 … + ak 


划分 区 间 [0, 引 , 这 里 , k 是 任意 自然 数 ; 对 这 一 分 法 , 我 们 有 


V =| (F) - | fo r(S)| CELSEECY 


seed |f + 二 ab) 一 (nre m) |t — f(ai: ai] 


O š g 335$ $ 5 
十 十 十 十 
ana A Qo g 
g S g y 
十 十 十 
mm t» 
S gB g 
十 十 
“~m â N 
a gs 
+ 
3 


图 17 
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= 二 二 
2 2 3 3 k k 2 3 k 
因而 vef) = +. 

现在 选择 级 数 Qj Haat -e + ün t- , 使 函数 f Wi 足 给 定 阶 数 的 Halder 条 
件 . 设 Mi (1,31). Mo(x2, y2) JREB-TGESERUE E] NX IS IE UR AS (参看 图 17). 
如 果 


à, 
Gb Hiag KE < ta Surt Uni vs 
那么 |y2 -y| = K|ra—zi ZE k= 4/4% = mao 因而 
2 2|z2 一 n - 
ls f] ps] [zz — al^ 
Nan Nan 
201 203 
« |za zıl = 一 一 |z2 一 tgl 
nag na? 


选择 这 样 的 (a, ), 使 2/na2 是 有 界 的 (对 一 切 n) ). 在 不 破 坏 级 数 > Las 的 收敛 
TET. 这 样 的 级 数 是 可 以 作 得 出 来 的 ; 对 此 , RER an = ne 就 够 了 ,那么 对 属 


于 限 数 图 形 上 同一 小 区 间 上 的 任意 两 点 zt 和 ro. 有 
If( £2) = ini |< 2]: Lo 一 ssl. 
见 设 zl 和 za 是 区 间 [0,s] 上 的 任意 两 点 , 不 在 函数 图 形 上 的 同一 小 区 间 上 


Ök 
21€ la 4-0 Gk-1,01 3-7 d- O1 ur 


X9 € g +e F An F m, aji d 59995 anà + an] , 
这 时 ,友之 n (图 18) 吕 .通过 图 形 上 的 点 Mo So 23) 引水 平 直线 , 找 出 它 同 点 
M, OBRAS ERO 24) 所 在 的 图 形 线段 的 交点 ; 设 这 个 交点 是 MLE, n). AE [xa — x| 


y 


图 18 
OW ri 或 za 之 一 等 于 s, 那么 证 明 是 类 似 的 ， 
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»|E£—ai; 此 外 , f(z2) = f(E). 因而 

[f(z2) — f(z0)|=|7(€) ^ f) €21l£— z1|* «2122 — mi. 
于 是 , 不 等 式 [Lf (n2) 一 f(z1)| < 2x2 — i|? 对 区 间 (0, s] 上 的 任意 两 点 a1. zz 都 成 
立 ; 即 是 说 , 函数 f 在 这 个 区 间 上 满足 a 阶 Holder 条 件 . 

注 ”容易 证 明 , Fre foc BRIXTRI [a,b] 上 满足 Lipschitz 条 件 , 则 f£ f£ [a,b] 
上 满足 任何 a (0 < a < 1) 阶 Ho6lder 条 件 . X, 满足 Lipschitz PFI KREA 
TREE BE. Da. 上述 反例 说 明了 在 后 一 命题 中 , 不 能 把 Lipschitz 条 件 减弱 为 
a (0 <a<1) 阶 Holder 条 件 . 


5*. 不 满足 任何 a (a > 0) 阶 Hólder 条 件 且 不 是 有 界 变 差 的 连续 函数 . 


用 palz) 表 例 4 中 的 函数 , 它 在 (0.5] 上 满足 a Br Holder 条 件 , 但 不 满足 任 
何 8 > a 阶 Hólder 条 件 . 后 一 结论 可 以 从 


im en mi^ = 十 Co 
得 出 (如果 , dE b, = apo assa das. Cn = ai +- HH an- + 2a); 事实 上 ， 
1 1 
lPalbn) m Palen) = i " J EX 9855-1 


bn — c, |? an \ Ê B 
E Gu 
Mon oo 时 , 最 后 的 式 子 趋 于 无 穷 . 
用 o, 表 级 数 Yo uo 的 和 数 . 现在 , 我 们 构造 要 求 的 函数 f. 为 此 , 在 [0,1] 
上 给 出 点 列 : 
0 = a < Ég < Eg Zoe L En Zoer 


(这 里 £, 一 1, "f n — oc HT), 在 每 个 区 间 [En En] 上 用 下 面 的 方法 给 出 f: 
G) 如 果 是 偶数 . 那么 , 命 
1 On (£ — En) 
re) = ie, (TE) 
m n” Enti — £n . . 
(这 个 函数 可 以 由 pa (2) 按 纵 坐标 轴 压 缩 n 倍 , 按 横 坐 标 轴 压 缩 on/ (Enti — En) 信 ， 
且 沿 横 坐 标 向 右 移动 一 个 量 6, 而 得 到 ). 
(i) 如 果 n ERR IKA, 命 


E y 75 ` (Én 1 — v) 
f) ü n Pa En+i - En 


这 样 一 来 . 函数 f 在 半 闭 区 间 [0,1) 上 处 处 有 定义 ; 再 用 等 式 f(1) = 0 补充 在 
Jor c0 的 定义 后 , 我 们 得 到 的 函数 了 在 闭 区 间 [0,1] 上 处 处 有 定义 而 且 连 续 . eR 
数 了 在 这 个 闭 区 问 上 的 全 变 差 为 无 穷 大 (函数 S 的 略图 , 参看 图 19). 

这 个 两 数 在 区 间 [En En] 上 满足 1/n Br Holder 条 件 , 但 不 满足 1/(n — 1) Br 
Halder 条 件 ; 因而 . 它 在 整个 区 间 [0,1] 上 不 满足 任何 a > 0 阶 Hólder 条 件 . 
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O ea £a £4 £5 te6 £7 lr 
图 19 


6. 在 [0,1] 上 连续 而 在 [0,1] 的 任 一 非 空子 区 间 上 上 皆 非 有 界 变 差 的 函数 . 
考虑 区 间 [a,b]. i b — a-- h (h » 0), zy — ad h/2* 三 12) 为 [ao 
中 的 点 列 , 并 如 下 定义 函数 p(z; a, b): 
() "4 z2bzXzzafBf ora b)-O0. 
(ii) (z1;a, b) = h/2, (xo; a, b) = 0, q(za;a, b) = h/3, o(14;a,b) —0,---. 
(iii) 在 区 间 [3,5], [xo, i], [mei Zk],… E, (ma b) 为 线性 的 . 
显然 , (za, b) 为 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 , 但 不 是 有 界 变 差 的 函数 . 
现 作 一 列 函数 : 
f(x) = v(z;0, 1), 
falx) = fa(z) + p(z; 1/2, 1), 
fs(x) = falx) + p(x; 1/4, 1/2) + p(z; 3/4, 1), 
fala) = fa(a) + y(x; 1/8, 1/4) + p(z;3/8,1/2) + y(x; 5/8,3/4) + (v; 7/8, 1), 


考虑 级 数 E 

S fs(z) — fa-1(2)] = v(2;0,1) + p(x; 1/2, 1) 

x plz; 1/4,1/2) + olr 3/4, 1) t 
由 于 每 一 项 不 大 于 1/2, 第 二 项 不 大 于 1/4, 第 三 项 与 第 四 项 之 和 不 大 于 1/8, 第 五 、 
六 ,七 、 八 备 项 之 和 不 大 于 1/16,…, 所 以 上 面 的 级 数 在 区 间 [0,1] 上 是 一 致 收敛 
的 , 因而 , 极限 函数 

f(z) = lim falz) 

在 [0,1] 上 也 是 连续 的 . 但 是 , f 在 [0,1] 的 任 一 非 空子 区 间 [a, 8]. 上 都 不 是 有 界 变 
差 的 , 因为 当 n. 充分 大 时 , [a, 8] 总 包含 某 个 形 如 (k/2", (Kk + 1)/2"^] 的 区 间 , mi eK 
数 plx: k/2", (k 4- 1)/27) 在 此 区 间 上 不 是 有 界 变 差 的 . 


< 230- 实 分 析 中 的 反例 [11.9] 


7. 在 [0.1] 上 有 界 变 差 而 在 [0, 1] 的 任 一 非 空 子 区 间 上 都 不 连续 的 函数 ， 
在 区 间 [0,1] 上 如 下 构造 函数 序列 {fn}: 


0, 2k/2" € x < (2k + 1)/2^, 
fanla) =< 1/3", (2h--1)/2" € s « (2k - 2)/2^, 
l/J" au, 
Heh k= 0,1,-..,2"771 — 1. 级 数 77, fn(z) TE [0,1] 上 显然 收敛 , 其 和 函数 记 


为 f(x), 则 了 为 [0.1] 上 的 单调 递增 函数 , 因而 为 [0.1] ERU VRaE2EERÉA. 但 是 
由 函数 序列 的 构造 可 见 , 在 x — k/2" 处 , f(x) = f(e 4-0), f(z) Z f(x —0). 因此 ， 
x= k/2" 为 图 数 /的 第 一 类 不 连续 点 . 由 于 集 (k/22 :==0,1,2,… ,2"1 一 1;n = 

2,…} 在 [0,1] 中 稠密 , 因而 f 的 不 连续 点 在 [0,1] 中 稠密 . 由 此 可 知 . f Œ [0,1] 
的 任 一 非 空 子 区 间 上 都 不 可 能 是 连续 的 . 


8. 两 个 有 界 变 差 函 数 , 构成 非 有 界 变 差 的 复合 函数 . 


设 f(y)—-y2,0«y«1, W f Æ [0.1] 上 的 递增 函数 , 从 而 它 是 [0,1] 上 的 
AEEKO 再 设 


则 


2% 2x 
0, gi. 
所 以 |g'(z)| < 2 TRIS, g 在 [0,1] 上 满足 Lipschitz 条 件 , 从 而 它 也 是 [0,1]. 上 
的 有 界 变 差 国 数 . m 是 , 复合 函数 


T To. T 
^) de esami 0 二 工 芯 1 
Y j == T 


dac 
F(x) = flg(z) 
0, y" 0, 
并 不 有 界 变 差 . 事实 上 ， Ep 1] PORRA i 
0< 元 < 元 -< wg 939 
那么 容易 证 明 
v- mr) OOE) 


: o 2.9 n' 
因而 得 到 vg (P) = +o. 


9. 两 个 皆 非 有 界 变 差 的 函数 , 构成 有 界 变 差 的 复合 函数 . 


设 
aa = 为 有 再 娄 
T) = g= 
a 0, zx 为 无 理 数 ， 
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则 fA g 都 是 无 处 连续 的 函数 , Mate fi He FE far AE as K E BAS Ze 43 PEAE2ERI eR 
数 . 然而 , 复合 函数 flg(z)] = 1 却 是 任何 区 间 上 的 有 界 变 差 函 数 . 
10. 一 个 有 界 变 差 函 数 序列 , 其 上 确 界 函 数 并 不 有 界 变 差 . 
在 区 间 [0,1] 上 如 下 定义 函数 了 与 f (no L2.) 
0. 220,—, 


falz) = 


f(x). - & vs l1 
易 见 , 对 每 一 n, f 都 是 [0,1] 上 的 有 界 变 差 图 数 , H f(x) = sup, fale). 1 f 
在 [0,1] 上 并 不 有 界 变 差 . 事实 上 , 在 [0,1] 中 取 分 点 
TENERE E EA EEE 
2\n n+l n 2\n=1 nm n—1 2 4 ' 


2 
那么 容易 看 出 ，。 
v= ko- 
l .11 fü 1 1 1 1 
«vr =y E (2*2) iG (2*233)) 9) 


= 2, 
从 而 得 到 vo (f) = 十 co. 
11. 一 个 一 致 收敛 的 有 界 变 差 函数 序列 ,其 极限 函数 并 不 有 界 变 差 . 
在 区 间 [0.1] 上 如 下 定义 函数 序列 {fn}: 


0, 0 
falx) = 元 1 
n 


是 有 界 变 差 的 , 因而 它 在 [0,1] Eth 
是 有 界 变 差 的 (参看 [27], 中 译本 pp.269 一 270). 
兹 证 {及 (7z)} 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 函数 

0, g= 
Pe rsin 2s 0 «€ r & I. 
为 此 ,只 要 证 明 对 任意 正 数 e, 存在 正 整数 N (这 里 , 只 要 取 N = [1/2] 即 可 ), 当 
n > N 时 , 对 一 切 x € [0,1], 都 有 

|fa(z) — f(x) < e- (1) 

我 们 分 下 列 三 种 情形 来 证 明 不 等 式 (1). 
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(i) n>N H z € (0,1/n], W 
[fn(7x) ^ f(x)| = esin =] grg = « E. 
(ii) Æ x € [1/n, 1], 则 
|fn(7x) — f(z)| = [esin Z 一 zsin | — «e. 
(ii) # x = 0, 则 
|fn(x)— f(z)] = |0- 0| 2 0 < e. 

总 之 , 不 论 哪 一 种 情形 , 当 n > N 时 不 等 式 (1) 恒 成 立 . 因此 , {fa} 在 [0,1] 上 一 
致 收敛 于 f. 然而 , f 在 [0,1] 上 并 不 有 界 变 差 . 
12. 一 个 不 是 有 界 变 差 的 函数 序列 , 却 一 致 收敛 于 一 个 有 界 变 差 函 数 . 


设 
l/n, x 为 有 理 数 ， 
思 (z) = 
0, zx 为 无 理 数 ， 
则 对 每 一 n, fa 在 [0,1] 上 无 处 连续 , 从 而 它 在 [0.1] 上 并 不 有 界 变 差 . 但 是 , {fn} 
在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 有 界 变 差 函数 f = 0. 


在 区 间 s ENEA 
falt) = sin(2r8"r)]. m= 


在 [0,1] 中 取 分 点 
ed inpet, 


容易 证 明 , 在 这 些 点 的 函数 值 之 差 的 绝对 值 之 和 是 4-8". 注意 , POR fn 在 分 点 之 
EOS. 所 以 f. 在 [0,1] 上 的 全 变 差 就 是 4-8". 因此 , 对 每 个 正 整数 n, fn 都 


是 [0,1] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 
现在 任 取 子 列 (fu dni < ma € LP 


tri 

| 

- 
^ 

| 
TT 


[uj 


On 
to = mW 
acis 
这 里 
0, nzmny-41, 
Qn = 4 2, n=nk +1 H k (8, 
6, n=ng +1 H k ÄTA, 
或 
) 2 6 2 6 2 


á 


Prest 8gnzk-ı+1 * Rn2ecl T 


T0 = guck * geil t grati + gu 
于 是 , 24 v 为 偶数 (例如 v = 2k) 时 ， 


"E NE 6 2 6 
8 gSuicl : 8n2ctl + gn3+1 + Rnrat+l qnen Rn2k-il 
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为 1 的 正 整 数 倍 , 而 


gre 2 + 6 + Er 十 m 
Bn2k+1 RUDES +1 8mz+2 十 1 


6 2 


1 
一 4 gri no) id g(nv42—n,)-H T 
2 TL sw B yl " 1 

4 ; 8n sira 


n= 


从 而 


. T 
sin(27 - 8™ zo) > cos 了 


Mv 为 奇数 (例如 v= 2k 十 1) Hf, 


suf. 9 1 3 
gil l gn2+1 | gnak-2l 
为 1 的 正 整 数 倍 , 而 
T 6 2 3 2 6 
grr . | Eee ILL I- Eee 
Bn2k— 1 二 1 Bnzk 二 1 4 Rv41-n,)41 Rnv+2 一 no) 十 1 

_3 oo 
bw 


n=2 


从 而 
sin(27 - 8""r9) < — cos Ñ 

由 此 可 知 , {f(z)} 在 x = wo 不 收 化. 
14. 一 个 有 界 变 差 函数 序列 , 其 全 变 差 并 不 一 致 有 界 , 但 有 收敛 的 子 列 . 

在 区 间 [0,1] 上 如 下 定义 函数 序列 

Jnl) = - sin(27:8"5y), n= pya 

仿照 例 13, 容易 验证 , fa Æ [0,1] 上 的 全 变 差 是 4. 8n/n, 因而 函数 序列 {fn} 在 
[0,1] 上 的 全 变 差 并 不 一 臻 有 界 . 然而 , Cf) 在 [0,1] 上 却 处 处 敛 于 零 . 

iE 有 如 下 的 Helly 定理 : 设 在 [a,b] 上 定义 着 无 限 个 有 界 变 差 的 函数 F = 
{f(z)}. 如 果 有 常数 K, 使 


fo) < K, VU)«k 

对 于 F 中 一 切 函 数 成 立 , 那么 中 存在 着 收敛 函数 序列 (f, Qc). 其 极限 函数 p(x) 
在 fc, 中 上 也 是 有 界 变 差 的 (参看 [27], 中 译本 pp.275 一 276). 

例 13 说 明了 Helly 定理 中 函数 序列 {f,} 的 全 变 差 一 致 有 界 的 条 件 是 去 不 得 
的 . 例 14 则 说 明了 Helly 定理 中 {Sn} 的 全 变 差 一 致 有 界 也 不 是 必要 条 件 . 
15. 任 给 不 连续 函数 / ,可 构造 一 个 有 界 变 差 函 数 g, 使 /关于 9 的 积分 [I (x)dg(z 

不 存在 . 

WE f(x) 在 点 r= c (a <c < b) 处 不 连续 . 我 们 在 [a,b]. 上 构造 一 个 有 界 变 差 
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函数 glx), 使 glx) 在 点 c 处 也 不 连续 . 现 证 f 关于 g 的 积分 不 存在 . 

我 们 分 成 两 种 情况 来 讨论 . 开始 设 a < c < HRR g(c 一 0) 5 g(c-- 0) 不 相 
等 . 作 Riemann-Stieltjes 和 时 , 我 们 就 不 将 c 点 取 作 分 点 , 壁 如 设 zy < ec < orga. 
一 次 取 £y z c. 而 男 一 次 取 c 作为 £x. 我 们 作出 两 个 和 o 及 o. 其 差 可 化 为 

o =T = [F (Ek) — f(g(zrri) — 9()]. 
将 分 点 接近 时 . 有 
g(xik41) — g(zx) > g(c +0) — g(c — 0) # 0. 
此 外 , 点 &4 可 这 样 取 , 使 差 f(£x) — f(c) 的 绝对 值 大 于 某 一 正 数 . 则 差 o 一 5 就 不 
趋 近 于 0, 故 积分 不 存在 . 

如 果 g(c — 0) = gle +0), 但 它们 的 公共 值 异 于 gle). 则 相反 地 , 我 们 就 将 c 取 
在 分 点 之 列 , WE c = cu. 如 果 f(z) 在 点 x = c 处 例如 有 一 右边 的 不 连续 , 则 与 刚 
才 一 样 , 作 两 个 和 o 及 5, 仅 由 & 的 选取 而 不 同 : 对 o. 点 & 任意 取 在 re — 6 
Zk41 之 间 , 而 对 5, 点 c 就 取 作 £u. 与 前 面 一 样 , 我 们 有 

c —8 = [f(&) — Flagler) — gler). 
并 且 仿 照 前 面 的 推演 , 同样 得 到 f 关于 g 的 积分 不 存在 . 


16. 任 给 全 变 差 为 无 穷 大 的 函数 g, 可 构造 一 个 连续 函数 f, 使 / 关于 9 的 积 
Ji f(x)dg(z) 不 存在 . 
i g 在 闭 区 间 ja, 0] 上 的 全 变 差 为 无 穷 大 . 若 将 区 间 [a,b] 平分 , 则 两 个 子 区 间 
中 至 少 有 一 个 使 g 的 全 变 差 亦 为 无 穷 大 . 将 这 个 子 区 间 又 平分 , 如 此 继续 下 去 . 用 
这 样 的 方法 确定 出 某 一 点 e (参看 [7]. pp.70 一 71), g 在 它 的 每 一 邻 域 上 的 全 变 差 都 
为 无 穷 大 . 为 简单 起 见 , 设 c= b. 
在 这 样 的 情况 下 容易 作出 一 个 单调 递增 的 且 趋 近 于 b 的 数列 {an}: 
a = ao < ü €: <an < an1 € «b, lim an = þ; 
使 级 数 
sD |g(ai+1) — glai)l 
i=0 
发 散 . 对 于 这 一 级 数 ， 又 可 求 得 一 趋 近 于 0 的 数列 fi > 0 (i = 0,1,2.….), 使 级 数 
>》 jilg(lait) — glai )| 
亦 发 散 (参看 第 五 章 例 7). 现在 我 们 来 构造 函数 /. 为 此 , 令 
flai) = fisgnlg(air1) — glai), i=0,1,2,.…, 
f(b) — 0, 
而 在 区 间 (ai, oi+1) 内 , f (c) 是 线性 的 : 
f(z)= flai) + flai) — Fai) rr a. 4=0;]; 2e 


Qi+1 — li 
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显然 , f 在 [a.b] 上 是 连续 的 . 同时 , 由 于 级 数 57s fi | g(ais1) — glai) | 发 散 的 缘 
i, 当 n 一 oo 时 ， 
n—1 
on = > f(ai)lg(aisi1) — g(a) 
$0 
n—1 
= 》 filg(ain) — g(a)] >+ (n — oo), 
2-0 
所 以 f XT g 的 积分 不 存在 . 
iE 由 例 15 和 例 16 可 以 得 到 下 列 原则 性 的 断言 : 如 果 [a, 四 上 的 一 个 函数 f, 
使 对 [a,b] 上 的 任 一 有 界 变 差 图 数 g, f 关于 g 的 积分 
b 
f fexto) 
恒 存 在 , 那么 了 在 [aso] 上 必定 连续 . 如 果 a,b) 上 的 一 个 函数 g, 使 对 [a,b]. 上 的 任 
一 连续 丙 数 S, S KF g 的 积分 
| ron 
恒 存在 , 那么 g 在 [a 0]. 上 必定 有 界 变 差 . 
17. 一 个 一 致 收敛 的 有 界 变 差 的 函数 项 级 数 ,而 不 能 几乎 处 处 逐 项 微分 . 
在 [0,1] 上 定义 函数 序列 如 下 : 


rr p &z«[r]-* 5. 
1 
0 ai mS [a c. 
(2) = EE 
z—|r]—-1 rz] + <r< [+l, 
0 an-1 
1 
2x — [2x 2r] < 2r < Dr] +3 
0 lia es fa] 3-2 
3 化 = Md 一 。 
(2z)= 4 | 2 
2z — [2z]—1 [2z] 十 5 « 2x < |2r]+ 1, 
0, gl, 
一 般 ， 
1 
nz — [nx], [nz] < nx < [nz] + z 
0 [nx] + 3 
), nz = [ng] + =, 
(nr) = | 2 
1 
nz—[nr|]—-1, [nz] + ^ « nz « [nx] 4 1, 
0, gem 
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函数 (z) 在 [0.1 上 只 有 不 连续 点 x = 3; (2x) 在 [0.1] 上 只 pe Ai 
一 般 地 , (ne) 在 [0,1] 上 只 有 不 连续 点 x = £, 这 里 m = 1,3,5, - 
见 , 对 每 一 w (na) 都 是 [0,1] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 而 且 |(z)| < 4, tad < eh z 
[(nz)| < i. 因此 , 级 数 


(nx) 
在 [0,1] EEA FES ERG f (an). 
效 证 pu 在 [0,1] 上 并 不 几乎 处 处 可 微 . 为 此 , 取 正 整数 N. 并 任 取 xo € [0, 3) 
zo < x E€ [0, 3), 于 是 
f(x) — f(xo) Sa | (nx) — (nzo) 


T — TO T — To 


n-l 


ix 1/[2(m + 1) < |r — zo| = ô < 1/(2m) (m 自然 大 于 N), 41 <n € m Hf, 
n|r — ro| < n/(2m) < 1/2, 所 以 


S 1 (nz)-— (nzo) . $^ 1 
n?  mr-— mo i n 


n= n=1 
x 1 
1 (nz)— (nzo) e | f 1 
e Rr DI ae ; > < 二 
n=m+ 1 n"n-—m--1 
因此 ， 
f(r) = f(zo)| A 1 z 1 (nz) — (nzo) 
| r— rg Ei 3 n i a PA n? z — to 
m 1 
COM 
这 说 明 有 限 的 (zx0) i 由 于 ro 是 [0, s37) 里 的 任意 一 点 , 因此 , f 在 [0, zi 


内 无 处 可 微 , 从 而 不 能 在 [0, 1] 上 几乎 mpra 


注 我 们 有 如 下 的 Fubini 定理 : i falx) (n = 1,2,---) 是 定义 于 [a.v]. 上 的 
递增 函数 , 而 且 级 数 Y oo. fale) 在 [a,b] 上 处 处 收敛 于 某 个 函数 f(z), 则 f(z) 在 
[a,b] 上 几乎 处 处 可 微 , ELTE [a,b] 上 几乎 处 处 有 


=$ fita). 
n=l 
(参看 [8]. pp.189— 190). 上 述 反例 说 明了 Fubini FEAH EA AE 2 pR SOT 
(即使 一 致 收敛 ) 级 数 . 
18. 一 个 可 微 的 有 界 变 差 函 数 f, 使 V(x) = 如 Lf (tat 不 可 微 . 


| z? cosZ-3/2， O«mr«l, 
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则 了 是 [0,1] EWART% HL 
2xcosz 9/?..35-7!/2sing-3/2/2, Qc y «1, 
0, g= 0. 


= f oan, 
J0 


则 当 0 « x « LI, 有 V(x) = [f'(x)]. 因为 


V'(04-) = lim vin) - vq) 
Zz 一 0 十 r—0 


a 


= = im > d [2t cos t-9/? + 3t7 V? sip t-3/2 /2|gt 
Bor; 


一 ID [2z cosz-3/2 + 3x7? sin z -8/2 3i 
并 不 存在 , 所 以 V (a) 在 x = 0 处 不 可 微 . 
19. [0,1] 上 的 一 个 有 界 变 差 函数 f, 使 VI) z [IT K(y)dy, 其 中 K(y) RRE 
Ê f(r) =v 的 的 个 数 . 
在 [0.1] 上 定义 函数 f: 
Ps B zz 1/2, 


d, e= 1/2, 
则 y= 2. 另 一 方面 , 我 们 有 


L; y=1, 
K(y)= 4 +œ, y —0, 
0, yz0.y£l, 


Toc 
/ K(y)dy = 0. 


ik 我 们 有 如 下 的 Banach 定理 : E f 是 区 间 [a, 趾 上 的 有 界 变 差 的 连续 函 s 
又 设 y 是 一 实数 , Kly) 表示 适合 f(z) = y B a 的 个 数 (K(y) 可 以 为 +0), 7l 
f 在 [a.b] 上 的 全 变 差 等 于 Lebesgue 积分 
Too 


L. K (y)dy 


(参看 [8], pp.319—320). 上 述 反 例 说 明了 在 六 这 个 命题 中 , 函数 f 为 连续 的 条 件 不 可 
去 掉 . 
20. 非常 值 的 局 部 循环 的 无 处 单调 的 有 界 变 差 函 数 . 

函数 f(z) 称 为 在 x 处 局 部 循环 , 如 果 在 x 的 每 个 邻 域 内 者 存在 一 个 异 于 xz 的 
点 ox, 使 得 f(x ) = f(x). 局 部 循环 函数 的 概念 是 由 Buch 于 1962 年 引进 的 90. 
刘 文 也 作出 了 一 类 局 部 循环 函数 . 我 们 这 里 介绍 的 是 一 个 非常 值 的 局 部 循环 的 
无 处 单调 的 有 界 变 差 函 数 . 


因而 
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Mauldon [12] 提出 如 下 的 问题 : 是 否 存 在 区 间 [a.b]. 上 的 非常 值 的 局 部 循环 的 
连续 有 界 变 差 孙 数 ? 

Marcus |!!! 指出 , 这 样 的 函数 并 不 存在 . 然后 他 问 : 是 否 存 在 la b] 上 的 非常 
值 的 局 部 循环 的 无 处 单调 的 有 界 变 差 丽 数 ? 

Darst (691 肯定 地 回答 了 这 个 问题 . 他 的 构造 法 如 下 : 

it (c.d| 是 半 开 区 间 , a «c«d b ti c-r i/b(d —c),i —0,1,2,-.-,6, X 
it p0.1fE[a.b] EXE X ERA gc. d. p) 如 下 : 
(-1)f*!p, x€ (ti ti], i= 1,2,3,4, 
0, 其 他 . 
注意 , gled, p) 在 [a,b] 上 的 全 变 差 为 8p， 对 每 一 正 整 数 n, 把 [a,b] 分 成 长 为 
(b —a)6 70D 的 67-1 个 子 区 间 (ci, di], 并 设 p, 是 满足 等 式 

6-7 Bp. 37" 


g(c.d. p) — 


的 正 数 . 令 | 
fa = ,gcd pah f= Y fa 
i n-l 
易 见 , 函数 S 具有 所 需 的 性 质 


. [0.22] 上 的 一 个 一 致 收敛 于 某 个 有 界 变 差 函 数 f 的 有 界 变 差 函 数 序列 {fn}, 
使 lm = Vo” (fa) # Vg" (f). 
下 面 的 例子 是 由 Cesari 99 作出 的 . 
设 f(x) = 0, falx) = n-'sinn?z,0 < x < 2r, 其 中 s 是 实数 , 使 ws 是 正 整 
数 . 易 见 , {fn} 在 [0,27] 上 一 致 收敛 于 f. 又 
VW"(f)=0, VE” (fn) = 4n*^! 
FTE, 当 s== 1 tf, 有 
0= WV"(f) < Jim Vi" (fa) — 4; 
而 当 s = 2 时 , 有 
0= VW"(f) < Jim Vo" (fa) = +00 


22*. [0,1] 上 的 一 个 可 微 函数 f, E Z — (m: fl) 20) 及 Z* 均 在 [0.1] 中 稠密 ， 
但 F 在 (0.1] 上 并 不 (L) 可 积 . 
称 (a. b] EMRA f 为 P muni, 如 果 f 可 微 且 f' 在 [a] EAF, Z= {a:; 
r) — 0) 及 Z* f£ [a,b] PIR. 称 f 为 P, 型 函数 , 如 果 f npoXH. f' E [a.b] 上 
25 Z 在 [a,b] 内 稠密 . 称 f Jg Po 型 函数 , 如 果 f a, HZ X Z* fk [a,b] VJ 
稠密 . 
Marcus L110] 于 1963 年 指出 , P 型 函数 的 导 函 数 未 必 (R) 可 积 , fH ES S RC 
HAH (L) 可 测 , 故 必 (L) 可 积 . 他 还 提出 问题 : Po 型 函数 的 导 孔 数 是 否 必 为 (LL) 
可 积 ? 
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Bruckner [8] 指出 , 存在 P; 型 函数 , 其 导 函 数 并 不 (L) 可 积 . 为 构造 这 种 函数 ， 
我 们 先 证 明 下 面 的 

引 理 1 ika< b, WIE P 型 函数 f. f(a)- f(b) — f'(a) — f'(b) — 0. 

证 isg [0,1] ER] P HH PAG a, 9 是 [0,1] 中 的 点 , WE O0 «o c28—o«x 
1, 使 


9 (a) =9 (9) — 0. 
这 种 点 的 存在 性 可 据 {x : g'(x) = 0) 在 [0.1] 内 稠密 而 得 到 . 在 (0,29 — a] 上 定义 
PKŠ h: 
glx) — gla), o € zx B, 
h(j = | 
en —z)—9(x) B8«-c&2B-—2o. 
BUL, h i [a, 28-a] ER] P AIR% H 
h(a) = h(28 — a) = h'(a) = h'(28 — a) = 0. 
it L E [a,b] 到 [a, 28 — o] 上 的 线性 变换 ,不 难看 出 , 由 等 式 f(x) = h[L(x)] 定义 
的 函数 三 满足 引 理 1 的 条 件 . 
引 理 2 设 a<b,s>0, 则 存在 [a.b] ER] P 型 函数 ,使 
ma fole H. Wi)» 
证 d f Æ [ab] bf) P RUPEE, 使 
fila) = fi(b) = fila) = fi(b) = 0. 
这 种 函数 的 存在 性 是 由 引 理 1 保证 的 . 令 
M = E lA(x), v= Ve(fi), 
并 由 等 式 户 (z) = efi(1)/2M 定义 函数 fo, W fo TE [a.b] EB P WRAZ, H fo. 
及 在 ob 处 的 值 为 0, X 
max [fo(z)] «e, — Và fa) = ve/QM). 
^ N 是 大 于 2M/(ve) 的 正 整数 , 并 设 
a= go < t «XN b. 
把 [a,b] 分 为 N 个 相等 长 度 的 子 区 间 . 令 La 蚌 (a,b) 到 eri, er) 上 的 递增 的 线 
性 变换 , 并 定义 函数 gi 为 


gk(7) = fa|Li(z)], 
则 每 个 gx 都 是 [zk_1, e] 上 的 P 型 函数 , H. gy. gi TE ck aii Tk 处 的 值 均 为 0. 此 外 


UE 
ao (Gr) = wa VE (o) = ——. 
N.N [ga (a) max, |fa(z)] m Ak) 2M 


最 后 定义 函数 [UN 


0 fj 人 
f(z) = 
gi(m). Ghi «mmm k= l2 N; 
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则 了 是 [a,b] Ef P 型 函数 , 且 


引 理 2 证 毕 . 
我 们 现在 着 手 构造 [0,1] 上 的 一 个 P» XU PRAG, 其 导 函 数 并 不 (L) 可 积 . 为 此 , i 
I = z1 > ia > Ba >o 
是 递减 且 趋 于 0 的 实数 序列 , 对 每 一 n, fn 是 [Eny 2n] ERU P WRZE 使 
fungi) 9 fn(zu) = fa(zad1) = f(rn) = 0. 
HÆ [Eny £n] 上 有 |fn(z)| <z2 及 
Vestri uim) > L 
在 [0.1] EXE SCERC 三 为 
0 t= 0, 


P) — A Bni S X E Tm N= 12,559, 
则 f 是 P, 型 函数 . 显然 , f 在 [0,1] 上 并 不 有 界 变 差 , 从 而 f 在 [0,1] 上 并 不 (L) 
可 积 . 
23". [0,1] 上 的 一 个 可 微 函 数 f, 使 P^ 有 界 且 Z = {xz:f(z)==0} & Z* É [0.1] 
DAE, Z 4 {7 : f 在 x 连续 }. 

ix f E [a,b] ER P EIER, S K = {x : f! YE x 连续}, Z = {x : f'e) = 0}. 
显然 , K C Z. Marcus H0] [n]: XJ P 型 函数 f, KK 与 Z 是 否 必定 相等 ? Bruckner [sl 
指出 , 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 . 他 的 例子 如 下 : 

设 1 = zl > za > 是 递减 且 趋 于 0 的 实数 序列 , 对 每 一 mw 仿照 例 22 中 的 
引 理 1, 存在 [£n En] EWI P 型 函数 fn, 使 

fn(zn41) = fn(zn) = f(xnt1) = fa(zn) = 0. 


max |l max  [|fa(z)| < (n 1)?. 


TnqiS€STErn Enpi TSTn 
在 [0,1] EXE XCERPC f H 
| 0, x = 0, 
Ja) = o Sai LE mma WV Ls 

由 不 等 式 maxz, Liezen, |f/h(z)] < (n+ 1)7? 可知 ,在 [0,1] 上 有 |f(z)| < z?, 从 而 
f'(0) = 0.0 € Z. 另 一 方面 , 在 以 0 为 聚 点 的 某 个 点 集 上 有 |f (x)| = 1, 因此 , f^ fe 
r= 0 处 不 连续 , 故 0EK. 最 后 , maxoca<i |f (x)| =1 H. Z 及 Z° T [0,1] 内 显然 
都 是 稠密 的 , 故 f 是 P HRR. 
24. 一 个 绝对 连续 函数 f, 使 | jl” (0 < p < 1) 不 是 绝对 连续 函数 . 

可 以 证 明 , 如 果 f 是 [a.b] 上 的 绝对 连续 函数 , 那么 jj (1 € p < +œ) 也 是 
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ja, b] 上 的 绝对 连续 函数 ， 应 当 注 意 , 当 0 < p < 1 时 , 相应 的 命题 并 不 成 立 ， 例 


an, ix 
xr?cos—, O0 «r&«l 
f(z) = | 
0, meg 
则 f 是 [0,1] 上 的 绝对 连续 函数 . 然而 , | f| 7? 在 [0,1] 上 并 不 绝对 连续 . 


25. 一 致 连续 而 不 绝对 连续 的 函数 


设 
f(a) = Hat erzh 
0, g = 0; 
则 f 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 , 从 而 它 在 [0.1] 上 一 致 连续 . 然而 , f 在 [0.1] 上 的 全 
变 差 为 无 穷 大 (参看 例 2), 因此 , CE [0,1] 上 并 不 绝对 连续 . 
$ ”容易 证 明 , 绝对 连续 函数 必定 是 一 致 连续 的 . 上 述 反 例 说 明了 这 个 命题 之 
逆 并 不 成 立 . 
26. 两 个 绝对 连续 函数 , 构成 不 绝对 连续 的 复合 函数 . 
设 
f(y) = -1€y&l, 
z?cos'(r/z) 0< x< 1, 
T= 0; 
当 wy 关 0 时， f(y) Ly 25/3. X —1 < x <0 时， 
L f'(y)dy = 3 y "dy — 31 1— f(z) - f(-1). 
J-1 o Ja 
而 当 0<z<1 时, 


[ro ibis au f rw dy 


-(-1) * 21/5 = f(x) — f(-1). 


= a f'(y)dy — 1. 


可 见 f(y) — y? Æ [-1,1] 上 的 绝对 连续 函数 . 
其 次 , 我 们 有 


因 之 ， 


, 


3x? cos? (r/r) + 3rsin(r/z)cos?(r/z), 0«r&1, 
g (x) = 


0, x =, 
所 以 |g'(x)| < 6, 从 而 g(x) 也 是 [0,1] 上 的 绝对 连续 函数 . 
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rcos(m/r) Ü0«rzl, 
0, g =0. 
不 难 验证 , f og 在 [0,1] 上 的 全 变 差 为 无 穷 大 , 因而 它 不 是 绝对 连续 的 函数 . 
27. 两 个 皆 非 绝对 连续 的 函数 , 而 构成 绝对 连续 的 复合 函数 . 
设 f(r)-—1-cr-[r] g(z) —sgnz, W f 5j g © [71,1] 上 皆 非 绝对 连续 . 然 
而 , 复合 函数 


flg(z)|=1+sgnz— [sgn x] = 1 
fk |-1.1] 上 是 绝对 连续 的 . 
28. 不 满足 某 些 Holder 条 件 的 绝对 连续 函数 . 
WE f(r)—z'?,0zr«1,9]J f Æ [0,1] 上 的 绝对 连续 函数 (参看 例 26). 
效 证 对 于 a 1/3 而 言 , f 在 [0,1] 上 不 满足 a 阶 Holder 条 件 . 事实 上 , 假若 
不 然 , 即 存在 正常 数 M, 使 对 任何 zi,za € [0,1], 都 有 
|f (21) — f(z2)]| < M|zi — zal. 
寺 别 , 也 应 当 有 
[FG s ME xesh 


即 z3-^ < M. AH t-a « 0, HORS x — 0+ Bf, 37 一 oo. 这 样 , 就 得 到 了 
期 的 矛盾 . 
29*. 无 处 单调 的 绝对 连续 函数 . 
第 一 例 设 f 是 第 三 章 例 38 中 的 函数 , 它 在 [0.1] 上 无 处 单调 并 且 可 微 , 此 
外 , 还 满足 
If (x)| < M. 
因此 , f 是 [0,1] 上 的 无 处 单调 的 绝对 连续 函数 . 
第 二 例 i E [0,1] 的 具有 如 次 性 质 的 子 集 : 使 对 任何 非 空 开 区 间 工 C [0, 1], 
都 有 
m(InE)»20, m(InE")»0 
(参看 第 七 章 例 14). $ 
Fæ) = | lest) - es COMI, 
其 中 eg 为 E 的 特征 函数 . 于是, 上 是 [0,1] 上 的 绝对 连续 函数 . 由 此 可 知 , f 在 
[0,1] 上 几乎 处 处 可 微 , 且 等 式 
f(x) = pelt) — egc(v) 
在 [0,1] 上 几乎 处 处 成 立 (参看 [6], pp.127-—128). 
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现在 我 们 任 取 非 空 开 区 间 TC [0.1], 由 于 m(INE)>0 与 m(INE*)>0 同 
时 成 立 , 因而 必定 存在 如 此 的 ry € IO E 5 oe In E^, (E14 f dE x4 与 x2 处 均 
可 微 , 而 且 等 式 
f'(31) = pelzi) — egc(x1) 


f' (12) = eg(v2) 一 PEBc(Z2) 
都 成 立 . 我 们 注意 , zi 与 za 都 属于 I. 而 且 
f'(01) = eg(i) 2 12» 0, 
f (z2) = 一 PEe(Z2) = —1 < 0. 
ix EMeXPAOM YESkEPRR 了 在 非 空 区 间 上 不 是 单调 的 . 由 于 了 是 [0.1] 中 的 任 一 
非 空 开 区 间 , 因而 f 是 [0.1] 上 的 无 处 单调 的 绝对 连续 陋 数 . 
30”. 一 个 可 微 函数 , 其 导数 在 任何 非 空 区 间 上 (L) 可 积 而 不 (R) 可 积 
设 H 是 第 三 章 例 38 中 的 函数 , 因为 H' 有 界 , 故 由 中 值 定理 , H 在 R) 的 每 
个 非 空 闭 区 间 上 都 是 绝对 连续 的 , 且 对 任意 xe RV 
H(x) = H(0) + [a '(t)dt. 
兹 证 H' 在 任何 非 空 闭 区 间 [a.b] 上 均 不 (R) 可 积 . 假若 不 然 , 则 H^ 在 [a,b] 
上 应 当 几 乎 处 处 连续 . 易 见 . 若 OH! 在 x 处 连续 , 则 H’ (x)= 0. 因此 , H' 在 [a,b] 
上 几乎 处 处 为 0. 由 于 H 为 一 绝对 连续 函数 , 从 而 HO d ERR 此 为 矛盾 . 
这 个 例子 是 由 Katznelson 和 Stromberg P! 作出 的 . 
31. 一 个 具有 性 质 (N) 的 函数 , 它 不 是 绝对 连续 的 函数 . 
假如 对 be E, f(E) 的 测度 仍 为 零 , 那么 称 f 有 具有 性 质 (N). 
绝对 连续 函数 具有 性 质 (N) (参看 [27], 中 译本 p.307). 然而 , 具有 性 质 (N) 
的 函数 不 必 是 绝对 连续 的 . 多 我 们 设 F 是 [0,1] 中 的 Cantor 三 分 
E, (a4, b.) 为 它 的 邻接 区 间 . 令 cn = (a, + b,)/2, 并 在 [0,1] 上 定义 函数 f£. 如 次 : 
0, rcF, 
f(x)-4L/m, a6, 
线性 ， xE |an, cn] XX v € [en. bn]. 
易 见 , f 是 [0,1] 上 的 连续 函数 . 
在 [0,1] 中 任 取 测度 为 零 的 子 集 E, 因为 
E=(ENF)U ZI (EN (ag, bi) 小 
所 以 S 
f(E)= f(En F)U | Urn etn] | 


六 
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由 于 了 在 [ak cr] 及 [ek bi] 上 是 线性 的 , 因而 
mf(EN (ak,bk)) —0 


[11.32] 


(参看 [82], 中 译本 pp.67—69). 又 因为 (ENF) 是 空 集 或 单元 素 0 所 成 之 集 , 所 


以 mf(ENF) = 0. 于 是 得 到 mf(E) = 0. 因此 , f 具有 性 质 (N). 


男 一 方面 , 任 取 F 的 个 邻接 区 间 (ai, bi), (a2, b2). - (an, bn), 不 妨 设 


ür < br «as < bo «€ « a, < b. 
对 于 分 点 


0 < ay «cei « by Ler «a, Z e, « b Z 1, 


我 们 有 


V = |f(1) = f(b.)| + fbn) 一 col 十 le 一 Al+|aa) — f()] 


因此 , Vi (f) = oc. 由 此 可 知 , f 在 [0,1] 上 并 不 绝对 连续 . 
32. 一 个 一 致 收敛 的 绝对 连续 函数 序列 , 其 极限 函数 并 不 绝对 连续 . 
我 们 先 要 证 明 下 面 的 


引 理 ”如 果 了 在 [a,d 与 [eb] (a <c<b) 上 都 是 绝对 连续 的 , 那么 它 在 [a,b] 


上 也 是 绝对 连续 的 . 
证 对 于 任 给 的 。> 0, 存在 而 0, 使 于 [ae] 中 的 任意 一 组 分 点 
Q3 €. P « Qo» « B» Zo L Ün < Bn. 
只 要 Y77 (B-a) < d, 便 有 
》 f - Flail < €/2. 
td 


同 理 , 存在 5 > 0, 使 于 [es t] 中 的 任意 一 组 分 点 
ya Sm €"ya € n2 Yn € lm, 
只 要 pum c c ^i) «c Ó2, 便 有 


m. 


MfG) - FO) < 8/2. 
i—l 
为 证 f 在 [a.b] 上 绝对 连续 , 我 们 在 [as b] 中 任 取 一 组 分 点 


aj < by «as < ba € «aj < by, 


不 妨 设 aj < e< bk. 令 65 = min{01,02}, 则 当 3 (b: — aj) < ô Hj, 


(2) 
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可 得 

Jj k—1 J 

Y f(b) — fad)l = N00) — f(a)| IO) Fadl M5 I) — fa) 
i—l i=1 “二 大 十 1 


k—1 
< [Ere fla) + MC) fa} 


i=] 


|| > Mf) - f()] + If (br) -noj 


i=k+1 
< e/2-- ef2 — e. 
因此 , f 在 [a.b] 上 是 绝对 连续 的 . 
效 在 [0.1] 上 定义 函数 序列 {fn} 如 下 : 
0, 0 € r € 1/n, 
rsin(r/r) l/nxzrxl, 
则 对 每 一 n, f, 在 [0,1/n] 与 [1/n.1] 上 都 是 绝对 连续 的 . 于 是 , 由 引 理 可 知 , f, 在 
[0,1] 上 也 是 绝对 连续 的 . 令 
0, z-— D, 
dala EPIS Qm sl 
对 于 任意 < > 0, 取 N = [1/e], W n > N 时 , 对 一 切 x € [0, 1], 部 有 
|fn(x) — f (x)| < e. 
因此 , {fn} 在 [0.1] 上 一 致 收敛 于 f. 然而 , 由 于 f 在 [0.1]. 上 并 不 有 界 变 差 , 因而 
它 在 [0.1] 上 也 不 绝对 连续 . 
33. 一 个 不 是 绝对 连续 的 函数 序列 , 却 一 致 收敛 于 一 个 绝对 连续 的 函数 . 
在 区 间 (0, 1] 上 定义 函数 序列 {fn} 如 下 : 
l/n, x 为 有 理 数 . 
Paid = la z 为 无 理 数 ， 
WF n. fn TE [0,1] 上 均 非 绝对 连续 . 然而 , {fn} 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 绝对 连 
Xt) PRR f 三 0. 
34. 任 给 [0,1] 中 测度 为 零 的 集 E, 可 构造 [0, 1] 上 的 一 个 不 减 的 绝对 连续 函数 f, 
使 对 每 一 x E E, 都 有 fr) = +o. 
因为 mE = 0. 所 以 对 每 一 n, 可 作 开 集 Gn, 使 Gn D E, H mGa < 1/27. $ 
gn(2) = > Por (2), 
其 中 oo, RER Gr 的 特征 函数 . 于 是 ga (n = 1,2,…) 是 [0,1] 上 的 一 串 非 负 
faj eR X. H. 


gn Gr) S n4 (x), n-1,2,-.. 
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因此 , {gn} 在 [0.1] 上 处 处 收敛 于 某 个 (L) 可 积 函 数 g. 令 
fo) f ata. 
因为 g(t) > 0, 所 以 f 是 (0, 1] 4t — A RF PAESE YE HE RC 
任 取 ro € E, Pg E C Gy (k — 1,2,---). 所 以 对 每 一 正 整数 n, 总 可 找到 这 
样 的 正 数 h, 使 得 
[roro +h] C Gk (k — 1,2,--- .n). 
于 是 就 有 


1 roh 
2- qu (t 
h h id h L. ga (t)dt 


1 roth 
Th P" £a, (t)dt — n. 


k=1 


由 此 可 见 , f'(ro+) = 十 so. 同 理 可 证 f'(xo—) = +0. 因此 , f'(ro) = +œ. 由 于 
zu E€ E IERI, 因而 对 每 一 x € E, 都 有 f'(r) = oc. 
35'. 一 个 严格 递增 的 连续 函数 , 它 并 不 绝对 连续 . 

第 七 章 例 31 中 的 函数 它 是 [0.1] 上 的 一 个 严格 递增 的 连续 函数 , 且 把 [0. 1] 
中 某 个 测度 为 零 的 集 上 映 成 测度 大 于 零 的 集 . 因为 绝对 连续 陋 数 把 测度 为 零 的 集 映 成 
测度 为 零 的 集 (参看 [27], 中 译本 p.307), 所 以 f 不 可 能 是 绝对 连续 的 了 清 数 . 
36*. 一 个 在 [0,1] 上 严格 递增 的 连续 函数 , 它 在 任何 非 空 区 间 [a 5] C [0.1] 上 都 

不 是 绝对 连续 的 . 

设 w(x) 是 第 七 章 例 31 中 的 严格 递增 的 连续 函数 , 又 设 B 也 是 该 章 例 31 中 
所 论 及 的 区 间 [0,1] 的 子 集 , 它 具 有 如 次 的 性 质 : 

(i) mB = 1; (ii) 若 令 B* = (B), 则 mB* = 0. 

现在 我 们 任 取 非 空 区 间 [a, 3] c [0,1], 则 

[a,b] OBc B, qw([o,8]n B) c B*. 
因为 mB = 1, mB* = 0. 所 以 得 到 
m(ja, 8] n B) 2 8 —o,  my([o. 8] n B) — 0. 

^ A= [a,b] NV (o, 8] n B, A* = (A), Vll mA —0, mA* = B-a » 0. 即 是 说 ,yp 
把 [a, 3] 中 测度 为 零 的 集 4 映 成 测度 大 于 零 的 集 A*. 因此 , y 在 [a 8] 上 不 可 能 
是 绝对 连续 的 . 
37. 一 个 严格 递增 的 绝对 连续 函数 , 它 把 某 个 测度 大 于 零 的 集 映 成 测度 等 于 零 的 集 . 

设 E [0,1] 中 具有 正 测度 的 Cantor 集 , 又 设 (ai, p:i) (i9 1,2.) X E ff 
全 体 邻 接 区 间 . 令 


f(ro-dh)—f(xo) 1 r^ g(t) 


(r— Oi) (Pi = r), TE (Qi, Bi), i = fr 2r ei 
0, r€E. 
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7 UL, g 是 区 间 [0.1] 上 的 非 负 的 连续 函数 . 再 令 
f(z) = f g(t)dt. 

效 证 , 了 在 [0,1] 上 是 严格 递增 的 绝对 连续 函数 . 事实 上 , 由 于 f 是 (L) RRX g 
的 不 定 积分 , 因而 它 是 绝对 连续 的 . 为 证 f 在 [0.1] 上 是 严格 递增 的 , 我 们 在 [0,1] 
中 任 取 两 点 Ju 及 T2, 并 设 Ea c €». 

(i) 若 rr 同属 于 某 个 邻接 区 间 (au. Pk), 则 因 连 续 函 数 g 在 (ak. Bk) 内 恒 
取 正 值 , 故 有 

F(z) = f(x2) 一  g(t)dt > 0. 
(ii) die T1, T2 不 属 玫 同一 个 人 邻接 区 间 , 则 据 Cantor 集 的 构造 , 一 定 存在 某 个 邻 


接 区 间 (ai 3,). 使 (ai, Bi) C (zz2,z1). 由 于 g 非 负 而 且 连 续 , 又 在 (oi Bi) 内 恒 取 
正 值 , 因而 


Tı Bi 
foo - fon f stato f aat >o. 
这 就 证 明了 了 在 [0,1] 上 是 严格 递增 的 . 
最 后 , 我 们 要 证 明 f 把 正 测 度 集 E 映 成 零 测 度 集 . 我 们 注意 , 下 列 等 式 均 成 立 : 


[0,1] = ZEE 小 Eo [Ut = Ø. 


i—]l 


nop- ro; (Des io) - reo [Ü res tm 
i=] 


One- 
i=l 


Flai p:i) n f((05.8,)) - 6. (7 J). 
因为 f 绝对 连续 , 所 以 它 已 把 可 测 集 映 成 可 测 集 . 于 是 , 由 测度 的 完全 可 加 性 得 到 


mJf([0.1]) = mf(E) 十 I2» mJ (ai B;)). (1) 
又 因为 f 在 [0,1] 上 是 严格 递增 pe 
mf([0. 1]) = mlf(0 1) 2 f(1) — f0) 


-fue [om f 
-S f al tat. (2) 


一 1 Or, 


oo 


P mfa 8) YUG- A a) =J f soa. (3) 


il [— S 
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比较 (2), (3) 两 式 , 就 得 到 
mf([0,1]) = Y mon 3). 
于 是 , 再 由 (1) 式 可 知 , mf (E) = 0. 即 广 把 正 测度 集 E 映 成 零 测 度 集 f(E). 
38. 一 个 严格 递增 的 绝对 连续 函数 , 其 反 函 数 并 不 绝对 连续 . 
Wf 是 例 37 中 的 严格 递增 的 绝对 连续 函数 , 它 把 [0.1] 中 的 正 测度 集 E 映 
REWER f(E). 设 f-! 是 f RRG 则 o 把 区 间 [f(0), f(1)] 中 的 零 测 度 


集 f(E) 映 成 正 测度 集 E. 由 此 可 知 , f^! 在 [/(0). f(1)] 上 不 是 绝对 连续 的 (参看 
[27], 中 译本 p.307). 


第 十 二 草 


Fourier 级 数 


0. 引言 . 
称 级 数 
1 oo 
本 20 = X (an cos nx + b, sin nr) (1) 
n-l 


为 三 角 级 数 , 其 中 an (n 20,1,2,) A 5, (n = 1,2, ) 都 是 与 r 无 关 的 实数 ; 
而 称 级 数 


X (an sin ng — b, cos nx) (2) 
为 级 数 (1) facem dd 


1 
ün = üa (m2 0), =0 b-n =—br (n > 0), Ca = gn — ib), 
则 级 数 


pj» PERLES (3) 
的 部 分 和 STA — y cue 把 指标 异 号 的 项 相 加 , 即 得 


1 N 
go 十 > (an cos rac + bn sin rir), 


所 以 我 们 称 (1) 为 实 的 == 角 级 数 , 而 称 (3) 为 (1) 的 复 的 形式 , 考虑 (3) 的 收敛 时 ， 
总 指 limw _.wo HRS cue? 存在 的 意义 . 
我 们 从 区 间 (一 x,7z] 上 的 (L) 可 积 ((R) TEO) KAR f 出发, 为 方便 起 见 ， 
我 们 对 一 切实 数 x, 定义 『 为 一 周期 等 于 20 的 函数 , 于 是 只 要 f 对 z 的 一 个 值 有 
@ 本 章 所 说 的 (R) 可 积 , 是 指 常 义 (R) 可 积 或 广义 (R) 可 积 . 
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XE XL, 就 有 f(z + 22) = f(x), 特别 , f (n) = f(r). $ 


Lr 1 £F 
ip — = 人 f(r)cosnzdrz, brn = — f(x) sin nada, (4) 
am T Js 
1 P 5 —inz 
= xj. f(z)e "dz. (5) 


则 如 此 所 得 的 级 数 (1) 和 (3) 称 为 函数 f AJ Fourier-Lebesgue 级 数 (Fourier- 
Riemann 级 数 ), 简称 为 Fourier 级 数 ; 而 称 an, bn, €En 为 函数 Hg Fourier-Lebesgue 
系数 (Fourier-Riemann 系数 ), 简称 Fourier 系数 . 一 般 地 说 , 若 (4) 或 (5) 都 依 某 
种 意义 存在 时 , 就 称 (1) 或 (3) 为 某 种 意义 下 的 Fourier 级 数 . 
i F Æ [rn] 上 的 有 界 变 差 困 数 , 令 

Wi = : cosnrdF(r), bn = :|/ sinnzdF (zr). (6) 

这 里 的 积分 是 Nien de 积分 , 此 时 称 级 数 
Zao + X (an COS ri + bn sin nx) 


n=l 


为 dF 的 Fourier-Stieltjes 级 数 . 

因为 (4),(5) 和 (6) PIA RBL 27 为 周期 的 函数 , 所 以 我 们 可 以 将 积分 
区 间 改 为 任意 的 [EE 十 27]. 特别 , 时 常 可 用 [0,27] 代替 [77.7]. 

现在 我 们 陈述 一 些 断 语 , 这 些 断 语 在 构造 本 章 的 某 些 例子 时 要 用 的 . 

1? (Abel 变换 ) 设 sx=ao+ail 十 … 十 axk (k > 0), Dl] 


n=l 


5 akbk = 5 sy (by. = bai) — Sm-10m + Snbns 


k= k=m 


其 中 0< m <n ifi s- 20 (参看 [180], p.3). 

29 倘若 一 个 级 数 收 敛 于 有 限 值 (或 者 发 散 于 具有 定 号 的 无 穷 大 ), 那么 它 也 可 
以 用 算术 平均 值 法 求 和 而 得 到 同样 的 值 , 

3° (Lebesgue) 假设 ün € L(E), 并且 


E ee )ldz < 十 cc， 


那么 级 数 i Un(e) YE E 上 JL SF Arb bie exe (而 且 绝 对 收敛) 于 某 个 函数 u € L(E) 
(参看 [180]. p.73). 
4? (Riemann-Lebesgue 5]38) iz f € L(E). 那么 
lm. f f(x)sintrdx = 0, Si 上 f(x)costzdzr = 0. 


Wf 是 以 27 Fui u ) 可 积 函数 , 令 


(2) = -i im PARE f(x — t) 


t, 7 
Te—0+ ——— à to ( ) 


2tanz 
Wk S H f WARA. IIpwsazos 曾经 证 明 ， 极限 (7 ) 对 于 几乎 所 有 的 x € 
[0, 2] 都 存在 (参看 [180], p.146). 
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我 们 用 ss (t, 了 ) 代表 函数 f 的 Fourier 级 数 在 一 点 t 处 的 n 阶 部 分 和 : 则 有 
Sut, T= zf f(z)D,(x — t)dr, 


c 


其 中 
sin (» 十 5) u 
Dalu) = 一 一 一 一 一: 


2sin ju 
Fk D, 为 Dirichlet 4X, 若 令 falx) = sgn D, (ac). 则 
Sn (0, 为 小 三 zf [D, (z)|dz. 

FE Ln = s4(0, fn) JJ Lebesgue 常数 (参看 [180], p.20). 

5? Ln > (4/1?) Inn(n oc). 

6? (Fejer) 假设 函数 f € L(0.25], 那么 它 的 Fourier 级 数 (1)( 以 及 级 数 (2)) 
在 [0.22] 上 儿 乎 处 处 可 用 算术 平均 值 求 和 而 得 函数 (函数 P) (参看 [180], pp.45— 
50). 

推论 ”倘若 函数 上 的 Fourier 级 数 在 正 测 度 集 E 上 收敛 , 那么 它 在 E 上 几乎 
处 处 收敛 于 f. 

此 由 断 语 2° 与 6° 可 以 立刻 推出 . 

我 们 引入 如 次 的 定义 : 

Inlal, la| 2 1, 
In* [a| = 
» 0 € |a| « 1. 

7? (Riesz) 假设 函数 f e L0, 27], 而 且 f(x) 2 0 对 于 一 切 x 都 成 立 ， 又 
f € L[0,2z]. 那么 f(z)In* f(x) € L[0.2z] (参看 [180]. p.51). 

最 后 , 我 们 给 出 Fourier 级 数 的 几 种 常用 的 判 伍 法 , 并 指出 它们 之 间 的 蕴涵 关 
系 (这 里 所 谓 的 更 涵 关 系 (1) > (3), ZEB ITALIE ERR, 如 果 它 满足 判 伍 法 (1) 的 
条 件 , 那么 它 也 必 满 足 判 伍 法 (3) 的 条 件 ). 当 没有 殉 涵 关系 时 就 给 出 反例 , 我 们 要 
A EIER STA: E 

(1) (Jordan 判 伍 法 ) — ül (EUH x 在 内 的 某 一 区 间 上 , f 是 有 界 变 差 的 ， 
那么 f 的 Fourier 级 数 在 点 x 收敛 于 [f(z 十 0) 十 f(x 一 0)]/2 (参看 [9], p.26). 

(2) (Dini 判 钱 法 ) 令 palt) = fla +t) + f(x —1) —2/(z), 如 果 对 某 个 数 
h > 0,*,(t)/t € L[0, h], 那么 f f] Fourier RAES c WAF [f (x2-0) 4- f (—0)]/2 
(参看 [180]. p.21) 

(3) (de la Vallée Poussin XSE) 令 y(t) = f(r4- t) 4- f(r — t) - 2f (x). 
如 果 对 某 个 数 h > 0, PAŽI , 

(t) = 3 Pr (udu 
0 


四 记号 fls) œ glx) (£ 一 xo) 表示 limz s f(z)/g(x)=1. 
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在 (0. h] 上 有 界 变 差 , H limo, e(t) = 0, 那么 了 的 Fourier 级 数 在 点 x 收敛 于 
(f (zr 4- 0) - f(z — 0)]/2 (参看 [180], p.33). 

(4) (Young ZISE) ez 的 及 Bi(t) 的 定义 如 (3). 车 

(i) $,(t) = o(1) (t = 0)9, 


(ii) vo f Id(ugs(u))| = O(t) (t 0+). 


则 f 的 Fourier 级 数 在 点 £ 收敛 于 [f(z 十 0) 十 f(z 一 0)]/2 (参看 [9], pp.31—33). 
关于 判 伍 法 (1) 一 (4) 之 间 的 关系 是 : 
(2) = (3) 
ft 
(1) = (4) 


1. Dini XJ$$;X 30 Jordan 判 敛 法 互 不 曹 涵 . 
第 一 例 Dini 判 敛 法 失效 但 能 用 Jordan 判 敛 法 的 Fourier 级 数 . 
下 面 的 例子 是 由 Hardy 59 作出 的 . 
设 


/lnn(|r|/27). x #0 
f(z)- 
0, r= Q0. 


易 见 , f 在 [vrn] 上 连续 且 在 r= 0 的 某 个 邻 域 内 , 它 是 有 界 变 差 的 . TE Jordan 
JS BH. f 的 Fourier 级 数 在 x = 0 处 收敛 于 f(0) = 0. 但 在 点 x —0 处 , 对 于 
[£— h> 0, 积分 


三 e) | a [MOS ICO- 270) ,, 
0 t Jo t 
- ^ öm E h č dt 
2f tIn(|t|/27) =- f tln(t/27) 
是 发 散 的 , 不 满足 在 点 = 0 的 Dini 判 伍 法 的 条 件 . 


第 二 例 Jordan 判 敛 法 失效 但 能 用 Dini TS Fourier 级 数 . 
下 面 的 例子 也 是 由 Hardy (9 作出 的 ， 
WC BER f(z), 当 0 <x <r 时 ,f(x) = Vrsin(1/z), m z = 0 Hf, 
f(x) = 0, 则 
et) SOND- 2 1 
t t JI 
因而 对 某 个 数 h > 0.v(t)/t € L[0, h]. f£ Dini JSItiZ A38, f 的 Fourier 级 数 在 
x= 0 处 收敛 于 f (0) = 0. 男 一 方面 , f E  — 0 的 任何 邻 域内 都 不 是 有 界 变 差 的 ， 
因而 它 不 满足 在 点 x = 0 的 Jordan 判 伍 法 的 条 件 . 


© g(x) > 0 并 且 limz_.xo f(z)/g(x) = 0 时 , 我 们 简 记 为 fla) = o(g(x)) Gr — zo). 当 
x — xo 时 , 假如 f(z)/glr) 的 绝对 值 小 于 一 个 常数 , 那么 就 记 为 f(z) = O(lg(x)]) (£ — xo). 
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2. Young JXS$7E E Dini #J&G E T RR. 
第 一 例 Young 判 敛 法 失效 但 能 用 Dini JS] Fourier 级 数 . 
设 f nbl 的 第 二 例 中 的 函数 , 则 了 在 x — 0 处 满足 Dini ARTT. 另 一 方面 ， 
TE x — 0 处 , vo. (t) = 2Vtsin(1/t), 所 以 
t t 
V(t) = / ld(upz (u))]| = / [vasin 一 1 du 
Jo Jo u u u 


Ju 
有 i 
z es 
Ah 
由 此 可 见 , 当 t — 0+ Blut) z O(t). 因此, Young 判 敛 法 中 的 条 件 Gi) 并 不 


Ir. 
第 二 例 Dini JJSIUEKABGEHI Young 判 敛 法 的 Fourier 级 数 . 
例 1 的 第 一 例 中 的 函数 有 具有 所 需 的 性 质 . 


du — 213, 


l 
COS — 
u 


3. Young ¥J$G5 de la Vallée Poussin JS X E 7S. 


第 一 例 dela Vallée Poussin 判 合法 失效 但 能 用 Young TIS) Fourier 级 数 . 
在 (r,r) 上 定义 函数 f. 如 下 : 


T 1 
sin (v 3 /» -. t>0, 
t t 


因此 ， 


t 
o, (t) = : f z(u)du = o(1) (t — 0). 


X05 £5 0 十 时 ， 
1 1 1 
t t | Sin (m :) cos (m 3 sin (m 1) 
u u | 
/ Id(ugps (u))| = af i i 4 3-| dù = 0 
“O 9 In — In — (n 3 
u u 5 


故 由 Young Juice AN, f 的 Fourier 级 数 在 x = 0 处 收敛 于 f(0) = 0. 但 是 , 我 


(t). 
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们 可 以 证 明 对 任意 的 正 数 e, 函数 


在 [0,e] 上 并 非 有 界 变 差 . 事实 上 ， 


If 1 d 1 1 
v(t) = i/ 和 pen v fu feos (m 3 - sin (v 3] } du 
t Jo må du u u 


u 


1 : 1 ji : 1 
cos | ln — | + sin { In — 4 COs | In — | + sin| ln — 
t t 1 u u 
= i 7 du, 
t Jo 1 
ln — 
u 


1 
In 一 


未 项 是 O((n 1)-?)(t 一 0). 因此 ， 


1 
sin (v 3 — cos (v |) 1 
t 


末 项 属于 L[0,«], 我 们 要 证 积 4 


1 1 
„(sin (In 于 人 9 In f m 
fi Lja=2 f 
0 In i 


1 
tln- 
t 


sin v — cos v 


dv 


U 


是 发 散 的 . 实际 上 , 设 太 是 一 自然 数 , 则 因 
2k : “0 

wW — sim" 1 1 

/ pae un dv > / | cos v — sin v|dv > 一 
2kr- f m 


v ^7 8Skm 8k' 
关于 相 加 , 就 知道 


4 


T, |sinv 一 cosol yy ssp 
l 


由 是 
f | v^ (t)|dt = 十 cc， 
Jo 
HU w(t) 在 [0,e] 上 不 是 有 界 变 差 的 ， 从 而 不 满足 de la Vallée Poussin 判 敛 法 的 
条 件 . 
第 二 例 Young 判 敛 法 失效 但 能 用 de la Vallée Poussin 判 伍 法 的 Fourier 级 数 . 
例 2 的 第 一 例 中 的 函数 满足 Dini 判 伍 法 的 条 件 ， 从 而 也 满足 de la Vallée 
Poussin 判 伍 法 的 条 件 , 但 它 并 不 满足 Young 判 敛 法 的 条 件 . 
4. Jordan 判 剑 法 失效 但 能 用 de la Vallée Poussin 判 敛 法 的 Fourier 级 数 . 
例 1 的 第 二 例 中 的 函数 具有 所 需 的 性 质 . 
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e 


5. Jordan 判 敛 法 失效 但 能 用 Young 判 剑 法 的 Fourier 级 数 . 
例 3 中 第 一 例 中 的 函数 具有 所 需 的 性 质 . 

6. Dini 判 剑 法 失效 但 能 用 de la Vallée Poussin 判 敛 法 的 Fourier 级 数 . 
例 1 的 第 一 例 中 的 函数 具有 所 需 的 性 质 . 

7. 一 个 处 处 收敛 的 三 角 级 数 , 其 和 函数 并 不 (L) 可 积 
考虑 三 角 级 数 


sin Tcr 
n lng ` 
容易 证 明 , 此 级 数 在 每 个 实数 处 都 收敛. 
f(r) 2 3 ER. 
EC nr 
现 证 f 并 不 (L) 可 积 . 事实 上 , 如 果 f 是 (L) 可 积 的 , 那么 
Fo) = f roa 
C 
是 绝对 连续 的 周期 函数 . 由 于 f 是 奇 函 数 , 所 以 P 是 偶 函数 , 因而 F h Fourier 级 
数 形 如 


sin na 


oo 


, An COS TLT, 


n=0 

其 中 ao — lf F(r)dz, Wi n 2 2 时， 
dg = Ji F(xv)cosnrdr = 2 F(x) 

T Jo T n 


2 T M y 1 
= E f(2) da E ©, 


3 - 
SIN NT 


JE 
0 TL 


0 T 


nlnn 


T 
因为 已 是 绝对 连续 函数 , AEEA ERA 于 是 由 Jordan 判 敛 法 可 知 , 其 
Fourier 级 数 在 每 一 点 都 收敛 , 特别 在 点 x = 0 s 由 此 推 知 级 数 > ”san = 
Da li) 9x. 然而 如 所 周知 , SUR $7 .— 是 发 散 的 , 这 个 矛盾 表 
明了 和 函数 f 并 不 (L) 可 积 . 
8. 一 个 收敛 的 三 角 级 数 , 它 不 是 某 个 (L) 可 积 函 数 的 Fourier 级 数 . 
从 前 例 可 知 处 处 收敛 的 三 角 级 数 77 (n) 不 是 某 个 (L) 可 积 函 数 的 Fourier 
级 数 . 
9. 一 个 三 角 级 数 , 它 不 是 Fourier-Lebesgue 级 数 , 但 却 是 Fourier-Stieltjes 级 数 . 
考虑 三 角 级 数 


is n n ) 


l 
g teoss + cog dm t+: ; (1) 


@ 这 里 利用 了 一 个 相当 深刻 的 关于 三 角 级 数 的 唯一 性 定理 : S fase as (L) 
可 积 函 数 , 则 该 三 角 级 数 即 为 该 蚂 数 的 Fourier 级 数 ”. 


bh 
c 
c 


实 分 析 中 的 反例 [12.10] 


显然 , 它 不 可 能 是 某 个 (L) nEAERSZE] Fourier 级 数 . 令 
—n/2, 一 T 过 0<0， 
F(r)- < 0, aO, 
7/2, ULFAT, 
则 F Æ [~rr] KARER H 
La D f" 
Ün = =J cosnzdF(r)-—1, 如 三 一 / sin nzdF(zr)- 0. 
Au 


t =s 


也 就 是 说 , 级 数 (1 1) 的 系数 能 用 Riemann-Stieltjes 积分 表示 . 因而 级 数 (1) 是 dF 
的 Fourier-Stieltjes 级 数 . 

$ 这 个 例子 表明 Fourier 级 数 的 定义 是 依赖 于 所 采用 的 积分 定义 的 . 积分 定 
义 的 任何 限制 或 扩张 都 将 导致 Fourier 级 数 类 的 相应 改变 . 


10. 任 给 趋 于 零 的 正 数 序列 {en} 可 构造 连续 函数 f, 使 f 的 Fourier 系数 有 以 

下 关系 : las| 2 之 En sk lu] z Z En 对 无 穷 多 个 n 成 立 . 

第 一 例 AH s 一 0 (n — oc), 所 以 可 取 正 整数 序列 {nk}: ni <n €. 
使 得 

Eni T Ens dtr tOO. 
于 是 , 三 角 级 数 C En, cos ngt TE [77.2] E-— Süll CT ENERE f(z), 而 且 
ün 二 二 f(x)cosnyxdx = Eny 
这 个 例子 是 由 Lebesgue [103| 作 出 的 . 
第 二 例 i n; = 2 nk4i 是 ny, 的 整数 倍 而 大 于 np)”, 且 设 


"E 1 
sin! ny, ida y war 
Dn 


Eng F TA f (x) sin ngpirdr 
nig] 


在 区 间 (7/ng,2x/ny) E, 定义 f(x) = ng’? sin? ngepir 在 这 些 区 间 的 外 面 , f(x) = 
0 (0< x< 2r); f(r--27)- f(x). 因此 , 当 ng BEH}, flx) Æ (m/nm) EG 
经 定好 , 取 ney EIK, n 可 使 上 述 述 不 等 式 成 立 . 由 是 


TOni ii = f (x) sin nj d 1adx 
0 


2 2 ir 
T nk : 
=f T «f e f(x) sin ny 1odx 
0 ak ECT 


27 1 
十 一 -一 5 
npp Ong n 
注 {E Riemann-Lebesgue 引 理 , (L) 可 积 函 数 的 Fourier-Lebesgue 系数 必 趋 
向 于 0， 上 述 第 二 个 反例 特别 证 明了 , 无 论 一 个 正 数 序列 {sn} 怎样 慢 地 收敛 于 零 ， 


1 
T 


n k 


—— Engl > Enki’ 


[12.12] 第 十 二 章 Fourier 级 数 :257- 


A — T YESEFRZRI] Fourier-Lebesgue 2X. 其 系数 有 一 个 子 列 比 {en} 的 相应 子 
Apnlcs r2 gie. 
11. 一 个 (R) TRAH, 其 Fourier-Riemann 系数 并 不 趋向 于 零 . 

第 一 例 ix 


d 


f(z) - 7 


易 见 , f Æ [0,27] 上 是 (R) 可 积 的 , (HUE Fourier-Riemann XORB FA. 
这 个 例子 属于 Riemann 10351. 


第 二 例 “考虑 级 数 


s(r)-— y eonlem o 0201, 0<8<a/2. 


(r"cos(l/r)). O0«v«1/2. 


nl 
它 的 实 部 和 虚 部 分 别 是 级 数 
oo 
SUL cos n? cos nx — n? sin n? sin nz) (1) 
n=l 
和 
oc 
» s? sinn? cos nz + n? cos n? sin nr). (2) 
n-1 
可 以 证 明 , 级 数 (1) 和 (2) 都 是 Fourier-Riemaun 级 数 , 然而 它们 的 系数 并 不 趋向 


这 个 例子 属于 Hardy 91. 


iE 由 Riemann-Lebesgue 引 理 可 知 , Fourier-Lebesgue 系数 必定 趋向 于 零 . 上 
述 反 例 说 明了 对 于 Fourier-Riemann 系数 , 相应 的 命题 并 不 成 立 . 但 是 , 如 果 函 数 
f 在 区 间 [a.b] E (R) 可 积 和 绝对 可 积 , 那么 便 有 


b b 
lim f f(x)sin Axdr = 0, lim f(x) cos Ard:ir = 0 


入 一 十 co ü 入 一 十 cc Ja 
(参看 [7]. pp.736— 737). 因此 , 上 述 反 例 也 说 明了 在 这 个 命题 中 , f 在 [a.b] E (R) 
绝对 可 积 的 条 件 不 可 去 掉 . 
12. 任 给 数列 {An} lim, An = +, A, = o(n). 可 构造 (R) 可 积 函 数 f. 它 的 
Fourier-Riemann 系数 b, > 和 ,对 无 穷 多 个 n 成 立 . 
下 面 的 构造 法 属于 Titchmarsh 198, 构造 这 个 例子 时 要 用 到 如 次 的 断 语 : 
b u 
lim f sin? nr = b 7 Ld 


造 一 个 两 两 不 相交 的 区 间 序 列 D = (0/2, ak), k= 1,2,… ,并 令 
Ccysinngr, 人 GE lg, 


ge l3, 
f) | 0, x €[-nm. | wi. 
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这 里 , 正 系 数 c 和 正 整数 ni < nz cs 要 求 满足 如 次 的 一 组 关系 : 


nio, 都 是 4r 的 整数 倍 . (1) 
这 样 一 来 , f 在 x A 0 处 是 连续 的 , H. f 在 I 上 的 (R) 积分 值 为 0. 
Ck/nk = llk—0 (k— oc). (2) 


条 件 (2) ZR T BR f 在 (0,r) 上 是 (R) 可 积 的 . 

我 们 用 归纳 法 来 作出 (In (ox). (Ix) 和 {ar} 为 此 , 令 ni 74,6 —4,01— 
v, lj = (x/2, 7). 假定 已 经 定义 了 ni ci Li; (£9 1,2,- ,kk — 1), 那么 对 o4 4/2« 
zoom, RARO fou XXL. 再 令 ak = 4n/p, 其 中 p 是 适合 不 等 式 


Qk X 1/nk-1 (3) 
的 最 小 的 正 整数 . 注意 , 此 时 也 有 
Ok 2 l/2ng-i. (31) 
设 ne 是 能 被 p 整除 的 这 样 大 的 正 整数 ， 使 得 同时 满足 下 面 的 条 件 : 
sin? ngrdr > E (4) 
[ f(r)sinnjrzdzr| € 1. (5) 
len. < 1/(16knp-1). (6) 


为 了 估计 f(x)sinnuz Æ (0,7) 上 的 积分 值 , 我 们 考虑 jz)sinmkz Æ (0,0121), 
(o4./2, 04), (ox, T) 上 的 积分 并 分 别 表 示 为 Ak, Be 和 Cr. 据 条 件 (5), |Cx| < 1. 
由 条 件 (3) 可 知 ,sinmkz 在 (0,0,,1). 上 是 单调 的 , 故 由 积分 第 二 中 值 定理 得 到 
Ay — 0 (k — oc). 由 条 件 (4), (2), (31) 和 (6), 我 们 还 得 到 

Bk > ckak/8 = ngo /(8k) 2 ny/(16kny1) 

> 4€, Dk = Any- 

于 是 就 有 

Tbn, = Ak + Brit Ck > 4n, — 1 — o(1l). 
即 , bn > As 对 无 穷 多 个 n 成 立 . 

ik 例 12 是 例 11 的 改进 . 


13. 一 个 连续 函数 f, 使 对 任何 < > 0, 级 数 77 (an|? E + |b,]?7*) 发 散 ， 其 中 
à,,b, 是 f 的 Fourier 系数 . 
容易 证 明 , 如 果 f e LO, 27], 那么 级 数 


ox 


X (lan T |bnl?) 


Rel 
必定 收敛 . 应 当 注 意 , 即使 /在 [0.27] 上 连续 , 也 不 能 把 这 一 结论 加 强 为 
D T |b..|?7*) 


n=l 
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收敛 , 其 中 e > 0. 例如 , 考虑 级 数 


oo icnlnn 


eu " x owe 
2. nmn)? z=, " 


其 中 8 1, c 为 非 零 实 数 . 这 个 级 数 在 [0,22] 上 是 一 致 收敛 的 (参看 [180], p.119). 
设 f 是 级 数 (1 1) 的 实 部 或 虚 部 ， 为 确定 起 见 , 我 们 就 设 f 是 级 数 (1) 的 实 部 : 


1 
3 —357——3 (cos(en In n) cos nz — sin(en In n) sin nx). (2) 
11/2 3 
4 n!" (Inny 


由 于 级 数 (2) 在 [0.2] 上 一 致 收敛 于 f, 因而 f 是 [0,27] 上 的 连续 函数 , ELE: 
Fourier eA 


cos(cn ln n) sin(cn ln n) 
ün = og ve 
nV? (In n)? » nV? (In n)? 
因此 
pa = a2 +b = SASN E= pk . 
i n(Inn)?9' '" n1-5/? (In n)9(2-2) 


注意 , 当 充分 大 后 , 有 
1/(nInn) < 1/[n!-*" (In n) 7], 
而 级 数 oo. 1/(nInn) = +0, 所 以 $775. p2-* = +o. AHER AI, $77 S (Jas |? E+ 
|b,,|?7*) = 十 oo， 
具有 这 种 性 质 的 连续 函数 的 第 一 个 例子 是 由 Carleman P1 构造 出 来 的 . 


14. H^[0,27] (0 < o < 1) 中 的 一 个 函数 f. 使 级 数 777 ,(|an| + bn) 发 散 , 其 
中 8-—2/(2o- 1). 


下 面 的 例子 是 由 Szasz 6921 作出 的 . 
(i) 当 0<a<1l 时 ,考虑 级 数 


Tel cin Inn 
: inr 

Ias 5 (1) 
TL 

n-2 


级 数 (1) 在 区 间 [0,22]. 上 一 致 收敛 于 某 个 函数 wa € H^[0, 22] (参看 [180], pp.116- 
119). it f À 是 级 数 (1 (1) 的 实 部 或 虚 部 , 为 确定 起 见 , 我 们 就 设 f 是 级 数 (1) 的 实 部 : 


£ zij2ra (Cos(n In 1) cos nz — sin(n ln n) sin nz). 


于 是 , f 的 Foltior 系数 为 


cos( lnn) 
ûn = — a 


ni/2*a 


sin(n ln 1) 


n= nl/ra ^" 


x 
pe = tn p = 0+) = 1n. 
因而 Yr. p! — Loc, 即 级 数 y* da 4 DES EM 
(ii) "4 a = 1 时. 考虑 级 数 
emo gmin 
MUS (nlnn) 3/2^ is (2) 


- 260 - 实 分 析 中 的 反例 [12.16] 


级 数 (2) 的 实 部 和 虚 部 在 [0.22] 上 都 一 致 收敛, 且 其 和 函数 都 属于 H' [0,22]. 又 
它们 的 Fourier 系数 适合 等 式 : 
p =a? +b? —1/(nIlnny, 
从 而 
pÊ = = 02/3 = 1/nlnn. 


因此 , 级 数 并 > p 发 散 , 所 以 级 数 并 > (lanl + |o,]2) 也 发 散 . 
注 Szasz 9? 曾 证 明 , t f e H^[0.27] (0 <a < 1), 则 对 每 一 9 > 2/(2a+1), 
级 数 


3 lal 十 Ib, |^) 


n-l 
eR. 上 述 反 例 说 明了 当 8 = 2/(2a + 1) 时, 这 个 命题 不 再 成 立 . 
15. H23[0.2z] 中 的 一 个 函数 , 其 Fourier 级 数 并 不 绝对 收敛 . 
Bernstein 41/42] 曾 证 明 , 27 f e js e, H a> i. W) f f) Fourier 级 数 在 


[0.27] 上 绝对 收敛 , 应 当 注意 , 当 a = I 时, 这 人 个 命题 不 再 成 立 . 例如 , 设 函 数 是 
级 数 


ee einlnn 


e T 
Uu 
m=z 


的 实 部 ( 取 虚 部 亦 可 ): 
> (cos(n In n) cos nx — sin(n ln n) sin ri). (1) 
n 


n-2 
级 数 (1) 在 区 间 [0,22] 上 一 致 收敛 于 f. H f e H3[0.2«] (参看 [180], pp.116 
119). 因此 , f 的 Fourier 系数 为 

an = cos(nlnn)/n, bn —sin(nlnn)/n. 


由 于 级 数 


3 pn = y vlan|? F |b,|? = = b a 


n=2 n-2 


发 散 , 因而 级 数 Y. (lan| + |b,]) 也 发 散 . 由 此 可 知 , f 的 Fourier 级 数 在 [0,27] 


eean 
16. 一 个 三 角 级 数 , 它 在 某 个 可 数 集 上 收敛 , 但 其 系数 并 不 趋向 于 零 . 
设 l 
T (s) = Y sin(n!a), 
n=1 


则 当 是 x 的 任何 有 理 数 的 信 数 时 , T (n) 都 是 收敛 的 . 但 是 , 其 系数 并 不 趋 癌 于 零 . 
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注 若 三 角 级 数 T(z) 在 一 个 正 测度 集 上 收敛 , 则 Ta) 的 系数 必定 趋向 于 零 
(参看 [88]. 中 译本 p.105). 上 述 反 例 说 明了 在 这 个 命题 中 , estos SERM E ACTAE 
的 条 件 不 可 去 掉 . 


17. 系数 趋 于 零 而 又 处 处 发 散 的 三 角 级 数 . 


WE 1906 年 时 ，Fatou 7! 便 提出 这 样 一 个 问题 : 是 否 有 如 此 的 三 角 级 数 存 
在 , 它 的 系数 趋向 于 零 ， apoa sn E LRH? 1911 4ER, 
JIyaun PÀ! 给 出 了 这 个 问题 的 肯定 答案 . 他 构造 了 一 个 在 [0.22] 上 几乎 处 处 发 散 的 
三 角 级 数 , 而 它 的 系数 却 趋向 于 零 . 1912 年 时 , Steinhaus 1159] 又 作出 了 一 个 处 处 发 
散 的 三 角 级 数 , 它 的 系数 趋向 于 零 . 下 面 的 例子 也 是 属于 Steinhaus H6 fi. 
三 角 级 数 
o". cosk(r — Inlnk 
NT (1) 


k=3 
的 系数 显然 趋向 于 零 . 效 证 对 每 一 r. 级 数 (1) 发 散 . 令 


lw= [Ink], v,—lnlnk, i — (vx. Unti) 


n-4lnn n+ln n 


das cos k(z — vy) TN 1 
Gar] = nk `’ Cs = 2 Ink. 
k=n+1 k=n+1 
因为 Ga > Inn/In(n -- Inn) — 1 (n — oc). 所 以 存在 正 整数 no, 4 n 2 no 时， 
Gna > 0.9. 
再 由 不 等 式 [sinu| < |u| 得 到 
n+ln r 


1 — cos k(x — vy) 


0 € Gn — G,(xr)-— uk 


n-crlnn 


= sin 
k=n+1 : 
nnn 
k*(z — v). 2 
SSE >, ( k) (2) 
k=n+1 
E nc«kzn-lnn, 则 Un < Uk € Untlnn. 因此 , 当 re (Un, Un41) (n 2 3) 时 ， 
就 有 


la: 2 Uk | S UnjInn — Vn- 


应 用 微分 中 值 定 理 , 得 到 
jx — vy| € Inn/(nlnn) = 1/n. 


因 之 , 存在 正 整 数 ma, 04 n 2 n 时 ， 
1 dst 


n ; (n 4- Inn)? lnn . 
k(r—vQ)sz--—————— « 0.6. 
Zinn M (= — uk) 2n? ln n ] 
:二 nt 十 
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于 是 由 (2) 可 知 , 24 n dicil ni) Wf, 
Gn(z) = Gn — (Gn — Ga (£)) > 0.9 — 0.6 = 0.3. 
因为 每 一 点 x (mod 27) dua 多 个 区 间 m, 所 以 级 数 (1) 对 每 一 点 zx 都 发 散 . 

18. H^[0,2z] (0 < a < 1) 中 的 一 个 函数 , 其 Fourier 系数 cn 7 o(n^?). 

Lebesgue [103] 曾 证 明 :; 假如 f(x +27) = f(x), f € H^[0,27] (0 <a < 1), I 
4 f ff) Fourier 系数 on I bn 都 是 O(n-?). 应 当 注 意 , 我 们 不 能 把 O(n-?) 加 强 
RA o(n-?). 例如 , ix 

f(x)-— Y, a" cos b" , 
nl 

其 中 0 < a < 1, 5 为 正 整 数 且 ab > 1, Bl] f € H^(0.2z], 这 里 a = In 1/Inb «1 
(参看 第 三 章 例 36). 由 等 式 a = —ni/lnbí 得 到 a" = (b")-^. ix f H Fourier 系数 


为 Cus 则 Ck (k = b") i i A 合 等 式 
Ck a” (b” ge 


因此 , e, z o(n-?). 
这 个 例子 是 由 Hardy [59 作出 的 . 
一 个 连续 的 有 界 变 差 函数 , 其 Fourier 系数 不 等 于 o(1/n). 
第 一 例 ”第 一 个 有 具有 所 需 性 质 的 函数 是 由 Riesz OS 作出 的 . 他 所 构造 的 例子 
如 下 : 


MAS 


Ex 


oo 
1 + cos 4t). 


j= 
因为 cos4™t 可 表 成 cost 的 4". 阶 多 项 式 , 所 以 乘积 
pm(t) = (1 + cos 4t) --- (1 + cos 4™t) 
是 一 个 不 取 负 值 的 关于 cost 的 多 项 式 , 它 的 阶 数 是 
am 一 4 十 4 十 十 4 
由 于 多 项 式 paaa(t) — pa (t) = pm cosA"* t 的 最 低 项 的 阶 数 是 


Bai -— qnl 4m vs 4 On, 
因而 若 令 
和 有 
p(t) = 1- Y ak cos kæ, (1) 
k=1 


那么 , 它 的 部 分 和 su (t) = 1 十 Yos, ak cos kz 满足 关系 式 sa, (t) = pa (t). S 
Paz) = / Pml(t)dt, 
Jo 


[12.19] 第 十 二 章 Fourier 级 数 - 263 - 


并 令 ym 是 三 角 多 项 式 py(t) 中 非 零 项 的 数目 ， 例 如 , pilt) = 1+ cos4t, 所 以 
yi — 2: ifi 
pa(t) = (1 4- cos 4t)(1 + cos 16t) 
= ]-4cos4t + 3 cos 12t + cos 16t + 3 cos 20t, 
所 以 y = 5; 等 等 . 不 难看 出 , 7ym+l = 3Ym — 1, 因而 
"Imi — Ym = 3(3m — m-1) — mai — Ym = 37. 


由 于 paai(£) — pa(t) 是 由 37 n 每 一 项 的 绝对 值 都 不 超过 1. 因而 


| (x) EX Py (x) < 3" fj Bai = e O(3™ /4™). 
由 此 可 知 ， 
Pi(z) T ( P»(x) M Pi(r)) ape = m Pal) xx P(x) 


在 区 间 [0,27] 上 一 致 地 成 立 , 从 而 P(x) 是 [0,27] 上 的 一 个 连续 函数 . 因为 pa (t) 
是 非 负 函数 , 所 以 Pu (n) 是 一 个 不 减 函 数 , 从 而 P) 也 是 一 个 不 减 函 数 , 令 
F(z) = —x + P(x); 
则 F(x) 是 [0,27] 上 的 一 个 连续 的 有 界 变 差 函数 . 设 F OH) Fourier 系数 为 cn, 则 因 
af —1, 故 由 (1) 得 知 , e = a7 /4™ = 1/4", Bl 4mc = 1. 这 意味 着 es £ o(1/n). 
第 二 例 ”下 面 的 例子 是 由 Hille 和 Tamarkin 9?! 作出 的 . 
我 们 用 hi Di: dox Tac - 表示 区 间 [0,22] 中 Cantor. 三 分 集 的 邻 


接 区 间 : Di 是 (27/3,47/3), 即 三 等 分 集中 间 一 个 区 间 ; Izi, 122 是 剩 下 来 的 区 间 
[0, 27/3] 和 [47/3, 27] ff] —^ eise eN 等 等 . 我 们 定义 函数 plx) 使 在 
hi E99 1/2: 在 Ia, 123. 上 分 别 为 1/4,3/4. 在 131,132,… 上 分 别 为 ni. 


等 等 ,这样 , e(z) 除了 在 Cantor 集 上 的 e 而 外 对 一 切 c 全 有 定义 , 在 Cantor 集 
上 根据 连续 性 来 定义 . 于 是 , w(x) 是 [0,27] 上 的 一 个 连续 的 有 界 变 差 函 数 . 假设 当 
0 < < 27 时 f(z) = etr) -2/27, 又 设 f(z) 是 周期 丽 数 , 则 po) 是 一 个 连续 的 
^ SEXE RS] BH eR ZR. x n > 0, 则 


1 E T 4 imm 4... 
En = 3. I fola) 一 zhe da 


1 2T 


= Pr 
= int d -" . 
2nmi f: ax 二 2nmi 


假如 我 们 能 够 证 明 p, 不 趋向 于 o, 那么 也 就 证 明了 cn + oln). 
Hb n — 3"; WA p Æ (2r/3,4r/13) 中 为 常数 , 在 剩 下 来 的 两 个 区 间 中 有 同样 


的 变化 , 所 以 | 
2m ELI bn 
pec] eae = ] c3. (1) 
0 
又 因 p(z/3) = etzj/2. 所 以 


2T 1 27 i 
sa m —1 i * 
2f e? ^ *do (52) «f e 9 ^ *doz) p. 
0 3 0 
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从 而 推 得 pa" = pi, 所 以 只 要 证 明 m Æ 0 EURIA Ny 但 g(x) TE ( (27/9, 47/9) 内 为 常 


数 , Borg p, 的 实 部 为 A, 则 由 (1) 可 得 


A (/ + T ) cos rdy(zx) 
0 in 
$7 4 
一 af feos r + cos (s 十 57) } dy(x), 
0 


OS T : T 4 ED. $ 2 2 A PEN 24 
COS € - COS | 区 十 7") zZcos]|m-4- 97 COS 97 之 2cos OS g^ 
所 以 i 
A > 4cos Dreos on g” T d(x) = cos mcos Sr 20. 
注 E f ARERR DUI cen = ol|n|-1) (参看 [88], 中 译本 p.30). 上 述 反 
例 说 明了 在 这 个 命题 中 , 不 能 把 f 为 绝对 连续 的 条 件 减 弱 为 连续 的 有 界 变 差 函数 . 
一 个 余弦 级 数 , 其 系数 单调 递减 且 趋向 于 零 , 但 其 和 函数 并 不 (L) 可 积 


下 面 的 例子 是 由 Szidon 631 作出 的 . 


设 {An} 是 整数 序列 : 
O= <<<- 


当天 适合 A <k S Any 时 , 各 个 ap 彼此 都 是 相同 的 , 即 ax 41 = ax,+2 = 


Wi 


1 oo 
f(x) = 900 T x. Qn COS TT, 


n-l 
JF ^a, = an — à441, 于 是 应 用 Abel 变换 ,和 9 到 


二 - adis (a 3" (1) 
k=0 n=l 
这 里 , an = Aaa, Dele) = $ + cosa +--+ cos kx. 因为 


fed L Dts = (fan (2) 
(参看 本 章 的 引言 )) 所 以 。 
fes oen jdr Cinna, 5n-22,3,.- (3) 
其 中 c, 是 正 数 . 容易 看 出 ， IDs r) < 1n, 所 以 
fu „(£)ldz = O(1). 
于 是 由 (2) 得 到 
(4) 


/ [D (x)|dr > Clnn, 
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其 中 C 是 正 数 . 函数 sint/t 在 (0,7/2) 上 是 递减 的 , 因而 sint > 2t/r (0 <t < 
71/2). 所 以 当 0 <x «m BT, 


1 
sin (» 十 5) 6 
2 T 2 
ID4(x)| = < m 


Sy < 
2 sin jt 2x 
于 是 由 (1),(3),(4) 得 到 
7T v—1 
N |f (z)|dz > Ca, In A, — Ci 2. Qn In X, — 21n(1A,) EA Om: (5) 


用 I 代表 不 等 式 (5) 的 右 端 , 则 
lim I,[v! — C1n2 » 0. 

因此 , f 在 [0, r] 上 并 不 (L) 可 积 . 

注 Young 075 和 Konmoropos P? 曾经 证 明 : i an — 0 (n — o0), Aan = 
Aan e Aän+1 > 0, 则 级 数 

Zao ES 3 an COS NT (6) 
除 x = 0 外 收敛 于 某 个 (L) 可 积 函 数 f(x), 而 且 (6) 就 是 f(x) 的 Fourier 级 数 . 
上 述 反例 表明 了 在 这 个 命题 中 , 不 能 把 Aan > 0 代 以 Aan È 0. 
一 个 有 界 变 差 函数 , 其 Fourier 级 数 并 不 绝对 收敛 . 

由 Jordan 判 敛 法 可 知 , 有 界 变 差 函数 的 Fourier 级 数 必定 收敛 , Zygmund !1791 
曾 证 明 : 兰 有 界 变 差 函 数 f € H^[0,2-] (o > 0), 则 f fj Fourier 级 数 必定 绝对 收 
£k. 然而 , 有 界 变 差 函 数 的 Fourier 级 数 未 必 绝 对 收敛 . 例如 , 我 们 在 [0,2r) 上 定义 
PRAE f 如 下 : 


(r—2z)/2, 0«r«2m, 
0, g= 


而 在 其 他 地 方 由 周期 性 来 定义 . 于 是 , f 是 区 间 [0,2r) EA AEE R. 易 见 , 它 
还 是 一 个 奇 函数 , 因而 a, = 0. 而 当 n> 0 时 , 由 分 部 积分 得 
bn = = f (m — x)sinnrdr = A 
7 Jo n 


放 级 数 377 (anl + lba) = Yoga c A, 即 f Fourier 级 数 不 绝 对 收敛 


22. 一 个 (L) 可 积 函 数 f, 使 级 数 S777 an/n 发 散 , 其 中 on = Lf". f(x) cosnzdz. 
三 角 级 数 
D^. cos Tix 


Inn 
—2 
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是 某 个 (L) n PUR Fourier 级 数 , 此 函数 的 Fourier 系数 是 wu = 1/lnn, 而 
级 数 


oo 


1 
2, nlun 


n9 
是 发 散 的 . 
ik 我 们 有 如 下 的 命题 (参看 [180], p.28) 如 果 f e L[-x,7], 那么 级 数 
oua bun 必定 收敛 , 其 中 
b, — JU f (x) sin nzda. 
上 上述 反 例 说 明了 它 的 对 偶 命 题 并 不 成 立 . 


23'. 一 个 以 25 为 周期 的 连续 函数 ， 其 Fourier 级 数 仅仅 在 x = 0 (mod 27) 这 
些 点 发 散 , 而 在 r #0 (mod 27) 各 点 收敛. 

有 界 变 差 国 数 的 Fourier 级 数 必 定 处 处 收敛 ; 但 是 f 可 能 有 不 连续 点 , 所 以 
函数 的 连续 性 , 并 非 是 Fourier 级 数 收敛 的 必要 性 . 那么 f 的 Fourier 级 数 在 f 的 
连续 点 是 否 一 定 收敛 呢 ? 早 在 1876 ^E, Du Bois Reymond 已 经 对 这 个 问题 作 了 否 
定 的 答复 , 他 作出 了 一 个 连续 函数 的 例子 , 其 Fourier 级 数 在 某 些 点 发 散 . 此 处 构造 
的 相当 简单 的 例子 是 由 Féjer 7? 提出 的 . 

考虑 三 角 多 项 式 


cos(n +n — l)r 


fis.) —- CO87 — cos(n + l)x s 
n n—l 
 cos(n +n « Dz cos(n + 2n)x 
1 n 

E 5 cos(2n — k)x — cos(2n + k)x 

k=l k 
= 2sin2nx Y sinus 
Nu | ded k 

我 们 易于 证 明 , 级 数 Y sin kr/k 是 函数 p(x) = (x — x)/2 的 Fourier 级 数 , 其 


中 z € [0,2z). 因为 vw Æ [0, 27) 上 是 有 界 变 差 的 函数 , 所 以 它 的 Fourier 级 数 的 部 
分 和 关于 与 r 是 一 致 有 界 的 (参看 [180], p.47). 因此 ， 


[T (z,n)| € C, (1) 
其 中 C 是 常数 , 设 
fæ) = 35 TG, 2) (2) 
p= P 


由 (1) 及 Weierstrass 定理 可 知 , PA f 在 [0, 27r) 上 是 连续 的 ， 因 为 3- g 三 
2^ 4.2.9» < 20+)? (p= 1,2, .-), 所 以 对 于 两 个 不 同 的 三 角 多 项 式 T(z,2P ) 与 
T (x, 24) (p Z q), 它们 不 包含 有 具有 x 的 相同 倍数 的 项 . 此 外 , 倘若 cos kz 包含 在 多 
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项 式 T(x, 2P") 中 , 而 cos mr 包含 在 T (d, 24) 中 , 则 当 5 < q HEIA k <m. 因此 ， 
由 (1) 5 (2) 可 知 , 函数 了 的 Fourier 级 数 可 由 级 数 (2) 得 出 , 只 要 把 (2) 中 的 每 
Tam 展开 并 按照 余弦 的 号 码 用 递增 的 次 序 排列 即 可 . 于 是 
ga? 
55.943 (0, f) = TP > zn 29 = gln2, 

因而 jim [S4 (0, /)| = --oo; 这 就 是 说 , 函数 f 的 Fourier 级 数 在 0 这 点 是 无 界 
发 散 的 . 

Aki 0 < rg < 27, 而 证 明 f 的 Fourier 级 数 在 xo 这 点 收敛 . 事实 上 , 利用 
Abel 变换 易于 推出 


p 


y metum < A(ro) (p«nm), (3) 
其 中 4(zo) 是 仅仅 与 ro 有 关 的 有 限 数 . 仿 此 ， 
P S 1 Loy 
2. UI < B(xo) (p&n). (4) 
k=l ^ 


由 (2),3) 与 (4) 即 知 , 函数 f fJ Fourier 级 数 在 zo 这 点 收敛 , 而 这 就 是 所 要 证 
明 的 . 

注 还 可 构造 这 样 的 连续 函数 , 它 的 Fourier 级 数 在 具有 连续 统 的 势 的 集 上 发 
散 (参看 [180], p.170). 然而 , 关于 连续 函数 的 Fourier 级 数 能 否 在 正 测度 集 上 发 散 
的 问题 , 一 直到 1966 年 并 没有 解决 . 甚至 还 不 知道 , 任何 连续 函数 的 Fourier 级 数 
是 香 至 少 能 在 一 点 收敛 . 1966 年 , Carleson [9| 证 明了 L? 可 积 函 数 的 Fourier 级 数 
几乎 处 处 收敛 , 就 草 涵 连续 函数 的 Fourier 级 数 几 乎 处 处 收敛 . 
24*. 了 [0,27] 中 的 一 个 函数 f, 其 Fourier 级 数 在 [0,27] 上 几乎 处 处 无 界 发 散 . 

1912 年 , Steinhaus 作出 了 一 个 处 处 发 散 的 三 角 级 数 , 它 的 系数 趋向 于 零 ， 于 
是 , 便 自 然 提 出 这 样 的 问题 : 是 否 存在 函数 fe L0, 27], 它 的 Fourier 级 数 在 某 个 
正 测度 集 上 发 散 ! 1923 年 , Kozworopos 4] 给 出 了 这 个 问题 的 肯定 答案 . 他 作出 了 
一 个 函数 f € L[0, 27], 它 的 Fourier 级 数 在 [0,22] 上 儿 乎 处 处 无 界 发 散 . 在 构造 
Koxroropoa 的 例子 以 前 , 我 们 先 证 明 如 次 的 断 语 . 

引 理 ”对 于 每 个 正 整 数 n 而 言 , 都 可 以 作出 如 此 的 函数 wn(z) 与 集合 En C 
[0, 27], 以 及 如 此 的 数 Mos quu, 使 得 下 列 条 件 成 立 : 

(i) wa(w) z 0, d wn wd = 2, 

(i) pn 在 [0,22] 上 是 有 界 变 差 的 函数 ， 

(ii) lim, yoom En = 2m,lim; 4.55 Mn = oo, 

(iv) 对 于 任意 一 点 ro € E, 都 可 以 找 出 如 此 的 标号 pn,zo。 € qn, 使 

|Sp。eo (£0, pn)| > Mn. 
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证 在 闭 区 间 [0,27] 上 选取 nn 个 点 Ak = 4kn/(2n - 1) k — 1,2,:-- . n. 假设 
Ar = 1, 和 2,… An 是 一 列 奇 整数 , 以 后 对 于 它们 还 要 添上 一 些 补充 的 假设 . 再 定义 
一 列 数 {mx} 与 闭 区 间 {Je} 如 下 : 
2my--1-A&Qn41l) Jk = |Ak — apá 4 去 | ; k-—1l12,...n. (1l) 
然后 作 函 数 
mi/n, ZE 


i PT z € [0.22] U Um 


现在 我 们 要 证 明 , ”就 是 所 要 的 函数 (当然 , 要 用 适当 的 方式 选择 me). 

由 (1) 与 (2) 可 知 , 函数 pn 是 满足 引 理 的 条 件 G) 与 (ii) 的 . 

作 闭 区 间 一 |A; 十 e 一 Zhi = 1 Ds En È. 则 闭 区 间 (Ai) 与 
{Je} 显然 互 不 相交 . ZEVE m,m omia 各 数 已 经 确定 . 由 Riemann-Lebesgue 
引 理 可 知 , 我 们 能 够 选取 ma. 如 此 大 ， 使 得 对 于 一 切 x € Aa 而 言 , 都 有 


" 1 
1 sin (m 十 5) (t — x) 
an 人 at) i dt| < 1, (3) 


2sin-(t— x 
sin =( r) 


理由 如 下 : 当 ze ALa M teu 时 ,距离 一 zl 2 p 0, EF o 是 仅仅 与 
n 有 关 的 常数 . 这 样 , 数列 {m} 便 可 以 用 归纳 法 来 决定 
因为 Dirichlet 的 核 是 Di(t) = 二 十 cost 十 … 十 coskt, 所 以 


IDR] <k”, te [0,27]. " 
其 次 , M i> k Ti ee Ari 时 , 显然 有 
t 16A, — Ay) = (i — k)2nAk, (5) 
4m 
0< hgh x 


根据 (4) 一 (6) 与 Lagrange 定理 可 知 , 74 i >k illl xz € Ay, Hf, BIA 
2mj 4-1 , 


: sin : (t — x) 
MT cm me 
Ji 


1 
ud 2 sin ;« — x) 
2m. + 1 
1 f m? sin 5 (A; — x) 
Wu, N 2sin 3 0 — x) 
2my 4-1 . 2my +1 
1 m2 |sin dc a (t— x) sin 1E (As — a) 


^ 
TJA n 2sin T —a) 2sin 3 — a) 
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2my + 1 
bin ZR E ri — x) 。 
l 2 1 mi 1 
之 1 / Lm} —;dt 
n UR 5(4， =g T Jj n m; 
in | Mk + : ir 十 
S 好 大 十 二 | 并 mk 二 = 二) 区 
Lk 5 2 sın bk 9 X 1 
> 1 a um i—-k--1 n (7) 
nn sin = (A; — x) 
我 们 要 指出 , 积分 
2mjy 4-1 
F Prt) — — ——— — — dt 
TIJ 2sin-(t— x) 
具有 同样 的 符号 , 这 种 符号 是 与 i 2 k 无关 的 . 
将 (2), (3) 与 (7) 合并 即 知 , 当 x € Aj 1 时 (k=2,3,.…,n): 
1 
1 m sin | my 十 5) (t — x) 
IS, (5, Pn )| = m / Pnt) 1 dt 
9 2 sin z(t — x) 
2 
in ( T ;) T 
SII ur = fab n 
1 人 2 1 
过 一 | 发 F P - - 1 
T Ü s E 7? 2.231 
n-— s 1 
= —3 lsin (m. 十 3)*| > zc. (8) 
T i 
由 (8) 可 得 : "4e Ap- H2«k« "Dr 有 
1 
IS (x. v)| Z 253 sin (m 十 z) z| lng -— 2. (9) 
效 设 oxi 为 一 切 如 此 的 点 ze Api 的 集 , 使 
1 l 
— Jsi oS 二 ,如 e 一 二 = 10 
252 sin (m. 十 z) 7 mm (10) 
则 当 x € ey, 时 , 显然 有 
[Sm (zen)| 2 Vinn -2, k-22,---,n- [vn]. (11) 
A 
Y 
n-[vn ]-1 
Qu = n; En = U cji, Mnp = Vlan- 2, (12) 


i=] 


则 由 (11) 可 知 , 倘若 能 够 证 明 lim, La; mE, = 27, 那么 引 理 便 证 明了 了. 


首先 , 闭 区 间 Ap 的 长 度 是 4r/(27 4-1) — 4/n?. 又 我 们 易于 看 出 , 条 件 (10) 
在 Ara 上 除了 一 个 测度 为 O(1/nvVinn) 的 集 而 外 都 成 立 ， 事实 上 ,考虑 满足 不 


等 式 
l|. ( " :) " 1 
—— [SI | Mg =P 于 
T ER Vnn 
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的 点 c, 则 一 切 此 种 点 所 成 之 集 必定 是 若干 个 闭 区 间 之 并 , 而 在 每 个 这 种 闭 区 间 内 


至 少 有 函数 y = sin(mi + zx) = sin 和 x(2n 二 1) 二 的 一 个 零点 .又 这 些 闭 区 间 的 长 
度 显然 都 相等 。 假设 y 是 这 个 公共 长 度 , 则 不 难看 出 
. 2M 
Ai (2n + T Ayn vy Inn 
函数 y = sin Ax(2n + 1) 寺 在 闭 区 间 [0,22]. 上 具有 和 4(2n 1) + 1 个 零点 ， 而 相 


邻 两 个 零点 之 间 的 距离 是 2r/[XX(272 + 1)]. 184 k > 2 Hf Ak >n m Agai 的 长 
度 等 于 Am/(2n 十 1) — 1/n?, 所 以 函数 sin Ap (2n 十 1)$ 在 闭 区 间 Ak_1 上 至 多 有 
N = O(A,) 个 零点 . 因此 , 一 切 满足 条 件 


sin | Mk 十 1 t| < 
— |s m. ~ jz 
27 il 


的 点 xE Ari 所 成 之 集 便 具 有 测度 
yN = O(1/nv nn). 


1 


vinn 


(k 22) 


TR 


n-|vn]-1 
Jim mb, = Jim > | 
1 三 1 

引 理 证 完 . 

现在 我 们 着 手 构造 所 需 的 例子 . 

因为 M, 一 oo (参看 引 理 ), 所 以 可 用 归纳 法 作出 一 个 递增 的 数列 (nus). 使 

1? 35 ic 1,2,---,k— 1 BT, as; € y Mangla", 

ge Fd pan Bk Pn) < iM, (wn, 是 有 界 变 差 函数 , 故 maxm.z 
[S,, (z,95,)| € Ba, < oo, 其 中 B 是 正 值 常数 (参看 [180], p.47)). 

由 条 件 1° 可 知 ， 


4m 4 1 
一 一 O — 2m. 
2n 十 1 n? (= =) 


t/y M, € 1/9". (13) 


d 


oo 
2 e) V/ Ma, . (14) 


则 由 (13) 与 Lebesgue 定理 (引言 中 的 断 语 3°) 可 知 , 级 数 (14) 在 [0,22] 上 几乎 
处 处 收敛 于 可 积 函 数 (ar). 
现在 我 们 证 明 , o 便 是 所 要 的 陋 数 . 
根据 同上 的 Lebesgue 定理 可 知 ， 
S,(z, 8) = Y S par)/ y Ms. (15) 
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WE = limpo E,,0, WERE mE = 22 (参看 引 理 中 的 性 质 (ii))， 任 取 一 点 
ro € E, MEH AŽ Ø 的 Fourier 级 数 在 这 一 点 发 散 . 
因为 ro € E, 所 以 xo € En, 对 于 无 穷 多 个 j 都 成 立 . 根据 (15) 可 知 : 


j-1 
Spn, ao (zo, $) = Spn, axo (£0; n, )/ V Mng + Spa, .wo (T0, Pn, )/ Mnr, 
k=1 


+ 5 Spn, zo (£o; ny / V Mnr. (16) 


k—i4l 


又 我 们 知道 : 
1Sk(z, f)| < k 4 f(adt (ko 1). (17) 


JO 
将 (16), (17), 1°, 2°, 以 及 引 理 中 的 G) v) 合并 , 即 可 推出 , 对 于 无 穷 多 个 7 而 言 ， 
都 有 


了 一 1 
[Sp,, ,zo (To, $)| z [Spn E (wos nu; )/A/ Mn; = Y (Spn, xa Lh cp )|/ V My, 
k=1 
oc 
gi ». (Spn, ao F0. Png )|/v Mns: 


k=j+1 
也 就 是 
[Sp .zo (To, $)| 2 V Mn; ii Mn,/2 一 2 j» qn, / V Mn, 
k—j41 
oo 
24M/2-2 V^ 1/2 
大 一 7 十 1 
= /RM /2 一 2/27. (18) 


由 (18) 可 知 ， 
Jim [Si(zo, $)| = 十 co (zo € E), 
这 就 是 说 , 函数 O 的 Fourier 级 数 在 [0,25]. 上 几乎 处 处 无 界 发 散 . 
ik Konworopos [23 还 构造 了 一 个 函数 f € 0,27l, 其 Fourier 级 数 在 
(0.2z] 上 到 处 都 是 无 界 发 散 的 . 
25*. 一 个 Fourier 级 数 , HAMRA EÆ Fourier 级 数 . 
第 一 例 iE o 是 例 24 中 的 函数 , 其 Fourier 级 数 为 


oo 
ja 4 》 (ax cos kr + by sin kr). (1) 
k=1 


Olim, En = DEG UR En- 不 难 证 明 ， T € limn əc En 等 价 于 T 属于 无 穷 多 个 集 En 
之 中 . 
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现在 我 们 证 明 , 169359920 


Me 


(a, sin kx — bx cos kx) (2) 


x 
ll 
点 


不 是 Fourier 级 数 . 

我 们 作 反 面 的 假定 , 也 就 是 说 , 假定 级 数 (2) 是 某 个 (L) RRS f 的 Fourier 
级 数 . 于 是 , 由 Féjer 定理 (引言 中 的 断 语 6°) 可 知 , 级 数 (2) 在 [0,27] 上 几乎 处 
处 可 用 算术 平均 值 求 和 而 得 f. 但 (2) 是 (1) HARZ 故 仍 由 Féjer 
级 数 (2) 也 几乎 处 处 可 用 算术 平均 值 求 和 而 得 @. 于 是 f(x) = (v) 几乎 对 于 一 
x E [0,27] 都 成 立 . 由 此 即 知 , 8 e L[0, 27]. 但 函数 B(x) > 0, 故 由 M. Riesz Bia 
(引言 中 的 断 语 7?) 即 知 ， 

$(z)ln* (x) € L(0, 27]. 
现在 我 们 证 明 , 这 个 是 不 对 的 . gr 


27 27 
上 $(r)ln* $(x)dr = E di Pn, (zr) In* é(x)dz, (3) 
其 中 M, = Vinn - 2 < vinn. 对 于 大 的 n, 我 们 来 估计 下 面 的 积 
2 


此 时 显然 有 
27 
i ipn (x) m £77 Pnl e T ds = =æ ma PE n P 


将 (3) 与 (4 ) 合并 , 便 易于 得 出 


"E i (In n) 
也 就 是 
"27 
/ $(r)ln* 9(r)dr = coc. 
0 
得 所 欲 证 . 


第 二 例 FIER 
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因为 an = 1/Inn (n 2 2,3,---) 适合 oa > 0 (n — oo) K 
A?a, = (==) * 
. n?ln*n 
所 以 $77 , cosnz/ Inn 是 某 个 (L) 可 积 函 数 的 Fourier 级 数 (参看 例 20 的 注 ). 但 


n-2 
并 不 是 某 个 (L) HIRR Fourier 级 数 (参看 例 8). 
26". 一 个 (L) 可 积 函 数 , 其 共 斩 函 数 在 任何 非 空 闭 区 间 上 都 不 (L) 可 积 . 
Wo 是 例 24 中 的 (L) 可 积 函 数 . 从 例 25 中 关于 
27 
$(r)In* 5(zjdz = 十 ca 
Jo 
的 证 明 , 我 们 见 到 在 任 一 非 空 闭 区 间 [o. 8] E. 都 有 
B 
p(x) In” G(r)dr = +00. (1) 
因此 , 如 果 存在 非 空 闭 区 间 fao, o], 使 9 € Llao, o], 那么 我 们 可 以 作出 如 此 的 非 
fA BRE o, € L[0,27], 使 在 [0,y] C [ao,B0] E, di(r) = P(c), 而 且 Sı € L[0, 27] 
(参看 [31]). 于 是 由 Riesz 定理 即 知 , d1(a)1n* $;(x) € L[0, 27]. 这 就 是 说 ， 
$(r)lnn* S(x) = $i(r)ln* (x) € Lô, ^]. 
而 这 个 结果 与 (1) 矛盾 , 因此 $ € Llao, o]. 
27*. L|0,2z] 中 的 一 个 函数 , 其 Fourier 级 数 在 [0.22] 上 几乎 处 处 有 界 发 散 . 
Konmoropos 构造 了 一 个 (L) 可 积 图 数 @. 其 Fourier 级 数 几 乎 处 处 无 界 发 散 : 
Tm [Sio 9)| = + 0) 
(参看 例 24)， 这 里 有 如 此 的 问题 发 生 : 可 积 图 数 的 几乎 处 处 发 散 的 Fourier 级 数 
是 否 永 远 满足 等 式 (1)? Marcinkiewicz °S) 对 这 个 问题 作 了 否定 的 答案 , 他 根据 
KonMmoropos 的 结果 而 构造 了 一 个 函数 f € L[0, 27], 其 Fourier 级 数 在 [0,27]. 上 
几乎 处 处 发 散 , 而 且 同 时 
lim |S,(z. f)| < +0 (2) 
几乎 对 于 一 切 x € [0,22] fX vr, 也 就 是 说 , 图 数 f 的 Fourier 级 数 几 乎 处 处 为 有 
我 们 先 来 证 明 , 如 果 yn 是 例 24 的 引 理 中 所 定义 的 函数 , 那么 对 于 任何 = > 0. 
都 有 如 此 的 Sle) > 0 X N(e) 存在 , E4 n >N 时， 
mE |z: max [Si(z, Pn)| > 6lnn| > 27 一 =. (3) 
事实 上 , 假设 a 是 相当 小 的 正 数 , 而 六 -1 是 一 切 满足 条 件 
sin (m. 4 3 r 2a (4) 
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的 点 x € An 所 成 之 集 . TE, 由 (4) 及 例 24 中 的 不 等 式 (9) 可 知 : 


(Smi (T: Yn) Zoalnn—-2 (TE Tk), (5) 
HP k= 2,3, n — [yn]. 和 例 24 的 引 理 里 面 一 样 , 我 们 注意 到 : 
mTy—| = 4n/(2n + 1) — 4/n? — O(a/n). (6) 
由 (6) 可 以 推出 : 
n-[vn] 
mN,-m |] n = 27- Ola) - O(1/n). (7) 


k=2 
又 由 (5) 与 (7) 可 知 , 有 如 此 的 两 个 正 数 a, 8 存在 , 使 


lim mE fe: max |Si(z, Yn)| 2a mn! 2 B, 


noc m;Xicmn 
其 中 moim, 是 对 于 整数 n 所 作 的 数 (参看 例 24 的 引 理 )， 我 们 不 难 推演 (参看 
(4) 一 (7)), 倘若 a 靠近 +0, 那么 也 可 以 假设 83 靠近 2x — 0. 由 此 即 知 , 对 于 任何 
e > 0 而 言 , 都 有 如 此 的 6 > 0 存在 , 使 


lim mE |: : max |Si(z,pn)| > óln "| 2» 一 <. 


n— o m;Xi&ma 


因此 , 有 如 此 的 N(e) 存在 , E4 m > N 时 ， 
mE e E E |S; (x, pa)| > ĝln "| > 27 一 上 . 
HH yr aub. 


2r 9 
a(z)dg = 一 一 8 
0 In(r)dz Inn (8) 
TL 2 
lim mE[r : falx) > 0] = lim 5 ————$ = 0, (9) 


dint CO 
其 中 {m} 是 例 24 的 引 理 中 对 于 整数 n 所 作 的 数列 . 令 
EO =E | : max — |Si(r.f4))»ó| (690). 


m N j Kimi. 
则 由 断 语 (3) 可 知 , 对 于 任何 w > 0 而 言 . HE unb] y= (n) > 0 3 N = N() 
存在 , E n > N 时 ， 
mE |z: max | IS;(z, fa)| 2 ; 三 mE > 27 — q. (10) 
m «imi? 
其 次 , 作 闭 区 间 di = [Ag--1/(n Inn), Akı 1/(n1nn)], KH! Ak = 4kz/(2n4 
1). 则 这 些 闭 区 间 与 闭 区 间 {.} 显然 不 相交 (参看 例 24 WI). XS Dr = 
Ur? dy. 
4k WE, 对 于 一 切 i,n 5 x € D, 而 言 , 都 有 
|Si(z, fn)| < M, (11) 
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其 中 M 是 某 个 常数 . 事实 上 , 我 们 只 要 证 明 , 当 xe D, 时 
2T 
hd <C (C 是 常数 ) 


0 |a — t| 


Bl nj. 
假设 zo € dk c Dn. M n > 3 时， 


27 1 T ^27 
fd / " £ 
0 à j^ = j” Jo 
ku—1 
Palt) pn (t) 
dt —— — dt 
s. [S f, 28 zo — t A ro 一直 
+ Palt) ) deae T " pnlt) dt 
Jk +LZO — t t — rg 


s=ko +2 


1 i» m?  2n41 2 


` lnn n  4m(ko— s) m2 
x m, 1 2 
m lt l mk 
nlnn mọ, 
2 
p kori f 1 2 
n 1 1 m? 
一 ——— ko 1 
nlun Ud 
F Fx mi 2n 4-1 3 
n (s— kg — 1) m2 
s—ko-4-2 
ko—1 n F 
1 1 4lnn 
< eR i 
us E gest inn * 2. S8—kg —1 
s=1 1 一 一 一 s 一 上 0 十 2 


这 就 证 明了 不 等 式 (12). 其 次 , 显然 有 


Am 2 
D,-—-[l——-———|(mn-1)—2« (nx) 
T (= 1 ex) (n ) dii io. 


也 就 是 


lim mD,, = 27. 
RNR—o0 


将 (11) 与 (13) 合并 , 则 得 
lim mElz : max |Si(x, fn)| < M] = 27. 


= 5 fui (x) 
k=l 
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而 证 明 : 选取 适当 的 数列 {n} 时 , RR f 是 有 意义 的 , if ERR IT] RR. 
假设 已 经 定义 了 
AKINI <N? < < Nk, (16) 


2 S qı < qa Z- < Qk-1, (17) 


其 中 ni 与 gq; 都 是 整数 , 令 


k 
)- 2. fud f» C (18) 


并 作 集合 
Egg =E |e : [Sy (x. Pk) 一 可 (7z)| < E 对 于 一 切 p 之 gq 254 : (19) 
(19) 则 由 Eropos 定理 与 Bk(z) 的 Fourier 级 数 的 收敛 性 可 知 , 当 q 2 q(k) 时 ， 
1 
mE, = mi[0, 21] NE, 4) < 9k (20) 
ES 
gk = max(q(k). m}, (21) 
并 定义 如 此 的 正 整 数 nj.41, 使 
27 T 
f fu (t)dt > a. f fa (t)dt, (22) 
0 
mElz : max |Si(z, fn,,,)| > M] < rs (23) 
nk41 ng, MP+) > qk. (24) 


由 (8) 5 (14) 可 知 , 这 样 的 数目 nepi 是 存在 的 . 3X FE, 数列 (n) 与 (qi) 便 可 由 
归纳 法 完全 决定 . 
因为 qk > 2, 故 由 (22) 与 (15) 可 知 , f € L[0.2z] (参看 引言 中 的 断 语 3). 
S Wla) = f(x) 一 9x (x), 则 有 
Si(z,f)- S(s: r) + Silt, Jarri) + Salt Vega): (25) 
在 (25) 中 选取 如 此 的 k, 使 
qk € 1 € qk+1- (26) 


则 由 (22), (26) 与 (8) 显然 可 知 ， 


|Si(2, o1) Fe uf Ua (t) )dt < uf” d» M» m, (t) IE 
0 


s=k+2 


， 2n 
< uf" fnrse (t) )dt < = fi frigi (t)dt 
0 dk--1 Jo 


2T 
<s f farı (tdt = OQ), 
0 


也 就 是 说 ， 
Jim. |S; (2, i )| = 0 对 于 一 切 x € [0,27] 都 成 立 . (27) 
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但 由 (26) 可 知 , ^4 i — oo 时 天 一 oo. 又 因为 当天 一 oo 时 , di (z) — fle) 对 于 几 
平一 切 x € [0,22] 都 成 立 (参看 (15) 与 (18)), 所 以 当 i — oo 时 , Sile, p) 一 f(x) 
对 于 几乎 一 切 x € [0,27] 都 成 立 (参看 (19)—(21)). 于 是 


Jim Si(z, P) = f(z) 对 于 一 切 ze Ac [0,2r] 都 成 立 ， (28) 
其 中 mA = 2n. 利用 (23), 则 得 
Jim [Si(z, far )| <S M 对 于 一 切 x € P c [0,22] 都 成 立 ， (29) 


其 中 mP = 27, 而 qk € i € quai. 
将 (25), (27)—(29) 合并 , 即 可 明确 , 几乎 对 于 一 切 x € [0.22]. 都 有 
Jim [Si(æ, f)| < «oo. 
这 就 是 说 , PRR f 确实 具有 性 质 (2 ). 
效 证 函数 f 的 Fourier 级 数 在 [0.22] 上 几乎 处 处 发 散 . 
取 定 一 个 任意 的 s > 0. 由 断 语 (3) 可 知 , 有 如 此 的 6=6(s)>0 与 N= N(e) 
存在 , 使 当 > N 时， 


mE |z: „MaX ，， [Si(z, fn)| >6| = mE® > 2m — e. (30) 
1) 
my igmn 


^ E = limps (E) n A}, 则 由 (30) 可 知 , mE 2 2x — e. it ro € E, M 
vo € A, zo € El) (F= kh2 s). 
选取 如 此 的 标号 i, 使 


qk;-1 € 1 € qu. (31) 
则 
Si(xo, f) = Si(zo, 4,1) + Si(ro. fn.) + Silto. Vi, ). (32) 
(H To € A; 所 以 
Jim 5i(zo, 9,1) = f(zo) (33) 
(参看 (28) 与 (31)). 仿 此 (参看 (27)) 
lim Si(xo, Vk; ) = 0. (34) 
根据 (30) 以 及 ao € Ex, 的 事实 可 知 : 
max [Si (ro. mi td, 3 nk; > N if. (35) 
mi Fi eig mag h 
但 
qk,-1 < E I mx ee iiy (36) 
(参看 (21) 与 (24)), 故 由 (35) 即 知 , 有 满足 (31) 的 标号 io = i(mo. j) 存在 , 使 
IS, ro. far, )| > 8 > 0. (37) 


于 是 将 (32)—(34) 与 (37) 合并 即 知 , 可 以 找到 无 穷 多 个 标号 io = ilro, j), 使 
[Sio (xo; f) ind f (xo)| P4 ô, 
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也 就 是 说 , 当 i 一 oo 时， 
Si(ro,f) ^ f(xo) (xo € E). (38) 

由 (38) 即 知 , PKŠ f f) Fourier 级 数 在 E 上 几乎 处 处 发 散 . 这 一 点 可 由 Féjer 4E 
理 的 推论 直接 导出 (参看 引言 中 的 断 语 6°). 

但 集 E 的 测度 > 27r- e, 而 = 是 任意 的 , 又 函数 的 作法 与 = 无 关 , 所 以 由 
此 即 知 , 函数 了 的 Fourier 级 数 在 [0, 27] 上 几乎 处 处 发 散 . 
28'. L(In* In^ L)'-* 中 的 一 个 函数 , 其 Fourier 级 数 几乎 处 处 发 散 . 

可 以 证 明 , 2[ 一 x,7] 中 的 任 一 个 函数 , 其 Fourier 级 数 几 乎 处 处 收敛 . 

上 述 结论 是 有 名 的 ysna 猜测 , 但 长 期 以 来 悬而未决 . Carleson 在 文献 [55] 中 
证 明了 这 个 结论 . 其 后 , Hunt 99] 进一步 证 明了 当 p > 1 时 , L-nr, 5] 中 的 函数 的 
Fourier 级 数 也 几乎 处 处 收敛 . 陈 永明 71 则 给 出 如 下 的 例子 : L(In* n L)'-* (e > 
0) 中 的 一 个 函数 , 其 Fourier 级 数 几 乎 处 处 发 散 . 这 是 继 Koanworopon, Marcinkie- 
wicz 之 后 的 又 进一步 的 反例 . 读者 有 兴趣 可 参看 原文 . 


29*. [0,27] 上 的 一 个 (L) 可 积 函 数 f, CHMA f 也 是 (L) 可 积 的 , 并 且 f 
与 f 的 Fourier 级 数 在 [0,27] 上 都 是 几乎 处 处 发 散 的 . 
下 面 的 例子 属于 Hardy-Rogosinski 和 Sunouchi (参看 [88] 和 [161]). 为 构造 
这 个 例子 , 我 们 先 要 证 明 如 次 的 引 理 . 
引 理 ”对 于 每 个 整数 n > 2, 都 可 以 找到 如 此 的 三 角 多 项 式 T, (v) 与 集合 En C 
[0, 27] 以 及 如 此 的 数 M > 0, 使 
(i) 当 x € [0, 27) Hf T, (r) 2 0, 
(ii) P» n(r)dz = m, 
(iii) lim, aoo m. E, = 27, inio Mn = oo, 
(iv) 对 于 每 点 vo € En, 都 有 如 此 的 标号 pi,z 存在 , 使 
|Sp, ,zo (0: Tn)| > Mn, 
其 中 Slx, Ta) Æ Ta (x) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 . 
证 S 4 = Akn/(2n + 1), EP k =0,1, ,n. 对 于 已 给 的 n, 易于 作出 一 
列 n - 1 4 UE mo < mi < < mn, 使 
a) mo 2 n! 
b) miy41 > 2m, (1) 
c) 2my + 1 = A&(2n + 1), 


Th = Kinl a Ai) ` 2 
(o) n+l LS (x (2) 


i=0 
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其 中 Ki(t) 是 Féjer 核 , 即 


NIS 


"T 1 sin(i + 1); 
“= = 


s 


iL Í aiti (3) 


sin — j=1 
2 


(参看 [180]. p.45). 由 (2) 与 (3) 可 知 , Ta (x) 是 m, 次 三 角 多 项 式 , 它 满足 引 理 中 


的 条 件 (i) 与 Gi). 此 时 显然 有 
1 | 起 
Sm, (T, T.) = missed 5 Ky, (x BE Ai) 
i i-0ü 
i 1 csm-L1-4j 
十 'os J(x — A; 
而 B 2 2. m+ 1 eos Jt 
i=kķk+1 j=l 
1 Ë 
3 S Kian (£ — A) 
i=l 
1 1 my T1—j)Tm;—m 
k X bi 2 : 
= SIU E= A; 
UR +1 2. 2 2» m; + 1 gos gas ) 


k 
1 
= 一 一 》 Km (2 — Ai) 
n--1 rer 
T 


1 1 g Fact mx 二 1—7 
ES cos j(:: — A; 
tapi 22 g? mji--l 3 my 1 sJ(a 


T 


1 - Mi — mmy 
^OS 4 T— A 
"nil 2. mi +1 》 cosjt 
1 一 大 十 1 j-1 
1 k 
= 一 一 一 Ka (r—4A 
n+l 2. mf ) 


n 


1 1 my 1 : 1 
"P" eS F A Ku, d Ai mp 
ONE mi+1 |^ „l ) Ju 


k 
1 2 Mi 一 Mk 1 
Dy Ai 
ry m; 4-1 u G ) 2 
k n 
1 E 1 mj 4-1 
———— Km. (r-— Ai 一 一 -一 一 一 一 上 (7 一 4 
rr n (2 Arr mj; 4-1 mka i) 
1 Mi my 
= = = As 
n+l » mj 十 1 mk 人 i) 


1 1 my-cl 1 mi- mk 
= 3 » ^ s 34 A| j =e = 2 * 4 
Eri + Exact Era, 因为 2 2 mi+l 2 mi-cl (4) 


兹 设 Ak = [Ak + n7, Ak 1 n7], k —0,1,---,n — 1, 一 组 互 不 相交 的 
区 间 . 我 们 要 估计 Ek: (i = 1,2,3), 4 z € Ar BF. 因为 € iie (参看 
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[180], p.45). 故 由 (1) 可 知 , 当 x E Ay m i « k Br, 即 有 
Km, (xz — Ai) = O(1/mi(z — Aj?) = O(n /mi) = O(1). 
因此 ， 
Xy — O(1). (5) 
仿 此 ， = TE Ax 时 、 


1 mk+l 
ses Kalt A 
kiz Žo n-c-lmi-l m (2 i) 


i=k+1 
1 ". o mycl 1 
“ntl E = +1 E (元 一 ax) 
— > of i je 1 Y, o - o(). (6) 
n-41 a mi + 1 n+i T 
由 (4) 一 (6) 可 以 推出 : 当 m € Ag 时 ,有 
[Sma Gr Ta)| > [Eral ~ OQ. (7) 


l 1 1 1NK-cr-1-i 
sin (m. 十 5) (x — Ai) = sin Im. + 3) (T= Agi) (m. 23 j EE ac] 


— sin (m. 十 5) (r — Ak+1)- 


因此 . 
1 . 1x, 7. Mi= mMk ] 
UN E sin (m. 十 5) (Ak+1 — c) x. 3 (8) 
2 1 1 
n+l z iep Y : 2sin 3 Ai — x) 
MER k <n- Vn. 则 当 xe A, Hf, H (1) 即 知 : 
Mi— 1 
$^ mj — my 1 S zx HW 2 1 
idea L agi ; A =0) deep o tli Ar 
n n—k 
1 | 2n 十 1 1 2n 4-1 1 
和 Aj — Ax 8m 2. i—-k 8r i 
i=k+1 i=k+1 i=1 
2n +1 : 1 
> mr In(n — k) > on l asii lnn (9) 
] 3 T 167 
因此 , 4 k <n yn mi x € Arh, 
: : (2n--1) lun |. [f 1 l 
IS, (2, T4.) 之 Br mnl sm | my 十 5 (Aprr = 2) — O(1) 
lnn 1 
2 M ein (m5) — O(1) (10) 
(参看 (1) 中 的 关系 式 c)). 现在 我 们 定义 集合 
In—Vn] 1 1 
En = Akf |E |z: |sin | mk += |z| > 1 1l 
U {ane |e: ia (m t5) umm n 


k=0 
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由 (10) 与 (11) 可 得 


Sos (zo: T) > Hn oni» HR ocu. 
167 167 


当 rg € Aj N E[r : | sin(my +4 )r| > Zu C En, 其 中 C 是 某 个 固定 的 常数 . 
兹 证 , 4 n — co mE, — 22. REE, 


[n— 
Zu U faj EUN, 3 (n Vn] — 2r, 


ME n 一 oo 时. 而 集合 E, 是 由 集合 U a PIA, 的 每 个 A 中 (k — 0,1, ,n— yn) 
弃 去 一 些 点 m 而 得 到 的 , 这 些 点 z 满足 条 件 
| sin (m + 3) s| < : (12) 
s k 2) Zi 


但 mk > nt (参看 (1)), 而 闭 区 间 As 的 长 度 是 uin. 一 高. ne 由 ueo A 
中 所 弃 去 的 点 所 成 之 集 , 其 测度 与 oes" o( ——) = Ol) 同 阶 , 也 就 是 说 ， 
当 一 oc 时 这 个 测度 趋向 于 零 . 于 是 当 oo 时 mE, s 但 一 oo 时 
M, 一 oo, 所 以 条 件 (ii) 与 (iv) 都 成 立 , 从 而 引 理 便 完全 证 明了 . 

我 们 还 要 陈述 一 个 断 语 而 不 加 证 明 . 


Kutner 定理 ”假设 三 角 级 数 
1 oo 


z% 十 》 (ar cos kx + by sin kr) 


k= 
在 正 测度 集 E 上 几乎 处 处 收敛 . JHAR 
» (ar sin kx — by cos ka) 
k=l 
在 E 上 几乎 处 处 可 用 算术 平均 值 法 求 和 , 那么 它 在 E 上 也 几乎 处 处 收敛 (参看 
[32]). 
推论 假设 函数 f € LJO, 27] 的 Fourier 级 数 
ja 十 » (ar cos kz + by sin kx) 
k=l 
在 E 上 几乎 处 处 收敛 , ARA HHR 


X (ak sin kz 一 by cos kr) 
k-i 


在 E 上 也 几乎 处 处 收敛 . 

此 事 可 由 Kutner 定理 与 Féjer 定理 (引言 中 的 断 语 6?) 立刻 推出 . 

现在 我 们 着 手 构 造 所 需 的 函数 . 

因为 limno Mn = oo, 其 中 Mn 是 由 引 理 选 出 来 的 , 所 以 序列 (Ma) MET 
有 如 此 的 子 列 (M. 使 


N 
>》 V Ms, < oo. (13) 
k=l 
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考虑 多 项 式 序列 UD, (zx)}, 而 将 实 多 项 式 T,, (x) 写成 指数 的 形式 , 即 


Ta, (x) = S celis (gk —1,2,...). (14) 
J=- Mny 
又 选取 如 此 的 整数 序列 {ve} 使 
Vj T. D2 > Vi + mg, + ma, t0. Vg 2 UVk-1 F Mng- F Maps 
在 数目 ve 的 这 种 选 法 之 下 ， 各 个 多 项 式 
ea? 1 一 cU eir 
Pa (x) = Ta, (x) = Gt 15 
= or ullo x 2E» cj (15) 
彼此 不 包含 具有 x 的 相同 倍数 的 项 . 作 形 式 的 级 数 
S Bs). (16) 
ke 


则 因 x 


“27 
EI PLA a)|dz = = L al, T, nil z)|dz = M Jun 


(8e ri (13)—(15)). "o ola 定理 (引言 WS 3?) 可 知 , 级 数 (16) 在 
[0,27] 上 几乎 处 处 收敛 于 某 个 (L) nTFRBSAE (GERE F(x) = 户 (z) + ifall). 

兹 证 , 实 值 函数 fi bali 事实 上 , 将 级 数 (16) 乘 以 er 以 后 仍 
旧 可 以 逐 项 求 积 分 , 因而 函数 E 的 复数 Fourier 级 数 可 由 级 数 (16) 得 出 , 只 震 将 各 


T A Pala ) 展开 而 按照 递增 的 方才 eite 排列 即 可 . 于 是 


1 27 


F(s) «Y erett E Lu F(xje "dr (k= 1,2,...). (17) 

k=1 x 0 
pnr (17) 在 [0,27] 上 几乎 处 处 发 散 . 设 E = lim, o Enp 则 显然 有 
mE = 2x (参看 引 理 )， 任 取 一 点 ro € E, 则 zo JR T2693 En, B ro € 


En, (s 二 1,2.) 各 项 Pa, (v) 在 级 数 (17) 按照 ez 的 指数 的 递增 顺序 而 出 现 . 
因此 ， pio t 对 于 zo 这 点 可 以 找到 无 穷 多 对 如 此 的 数目 as < Bs. 使 
B. 


pug 0| > TM, (18) 

这 就 说 明了 ， Cauchy 的 级 数 收敛 性 的 准则 不 成 立 ， 从 而 级 数 (17) 在 ro 这 点 是 发 
散 的 . 此 外 , 由 (18) 可 以 推 知 , 几乎 对 于 一 切 xo € [0.22]. 都 有 

dim 0 = +00. (19) 

现在 令 ck = ay — ibi (k = 1,9,-..), 其 中 ap, br 都 是 实数 . 此 时 级 数 (17) 可 


以 写成 " 
2. CReikz = et cos ka: 十 by sin kr) 十 P sin kx — bj cos kr). (20) 
和 前 面 - 样 ， 将 级 数 (16) 3E LJ. cos kx 而 求 积分 ， 便 得 到 
Í F(x)cos krdr = a [fi (x) + é fa()] cos krdzr = (ap — ibi )m. 
0 


0 
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仿 此 也 有 


F(x)sin kvdr = | a (m) + &fo(x)] sin krdx = (ap — iby)ri. 
0 Jo 
由 上 列 等 式 即 知 : 


1 2T 1 27 

一 fi(z)eos krdr = ay, 一 / f(x) sin krdr = bp, 
T Jo T Jo 

1 "27 27 


falx) cos krdx 三 一 由， F falx) sin kedr = ap, 
也 就 是 说 , 级 数 YO lak cos kx + by sin kx) 是 函数 fi € L[0, 27] 的 Fourier 级 数 . 
而 级 数 >》 (aksin kr — bp cos kr) 是 因数 f2 的 Fourier 级 数 . 但 后 者 是 前 者 的 共 
MRR 因而 filr) = fol) 在 [0,22] 上 几乎 处 处 成 立 . 于 是 
F(x) = fi(x) +ifi(z) 

根据 (19), (20) 以 及 Kutner 定理 的 推论 即 可 明确 , (20) rP p T 3548 Fourier 级 
数 在 [0,27] 上 都 是 几乎 处 处 发 散 的 . 因此 , 我 们 可 以 取 用 (zx) EARR f(z). 这 样 
便 作 出 了 有 具有 所 需 性 质 的 函数 
30%. 任 给 F, Æ E C [0.27] 可 构造 函数 f € L[0.27], 它 的 Fourier 级 数 在 

E 上 收敛 , 而 在 [0.22] NE 上 为 无 界 发 散 . 

这 个 例子 是 由 Zeller 所 提供 的 . 细节 和 参考 文献 已 在 [178] 中 给 出 . 

注 在 作出 发 散 三 角 级 数 (Fourier 级 数 ) 的 同时 , 人 们 也 研究 了 使 级 数 收敛 或 
者 发 散 的 集合 . 一 般 说 来 , 使 三 角 级 数 (Fourier 级 数 ) 收敛 的 点 所 成 之 集 , 都 具有 型 
x Fps (Œ E C [a,b] ME Ja, 5] 中 的 Fos 型 集 , WR E = nEQE, 其 中 各 个 Er 
都 是 E. WE, 而 且 Ei C [a.0]), 但 不 一 定 是 Fe 型 集 (参看 [39]. p.34). 1918 年 时 ， 
Rajchman 对 于 已 给 的 闭 集 EC [0.22] 作出 了 一 个 三 角 级 数 的 例子 , CE E 上 收 
SX. 在 [0,22] N E. 上 发 散 , 而 且 它 的 系数 趋向 于 零 (参看 [180], p.269). 

1949 年 时 , Herzog 和 Piranian O! 对 于 已 给 的 Ff WE E c [0.22] 作出 了 一 
个 Taylor 级 数 , 使 它 在 E 上 收敛 而 在 [0,27] \ E. 上 发 散 

1951 年 时 , Crew PO 作出 了 一 个 三 角 级 数 的 例子 , 它 在 已 给 的 F, HE E 
上 收敛 , 而 在 E 外 面 发 散 . 

Zeller 的 例子 是 这 方面 的 最 新 结果 . 至 于 作出 一 个 三 角 级 数 , 使 它 在 已 知 的 Fo 
型 集 F C [0,27] 上 收敛 于 零 而 在 [0.22] N E 上 发 散 的 问题 , 仍 是 至 今 尚 未 解决 的 
一 个 难题 . 


第 十 三 章 
平面 点 集 


0. 引言 . 

一 章 处 理 的 是 n? 中 的 点 集 一 一 平面 点 集 方面 的 例子 . 关于 平面 点 集 的 有 
"—- JF. rk, 紧 性 , Bus RICE, DAS E ifii es S nd RECO A5 9E 55 ELA DI a 
集中 的 相应 概念 基本 相同 , ix HUS BESEXR. (可 参看 [8]. [14] 和 [18]). 

两 个 非 空 集 A 和 B 叫 作 隔离 的 , 是 指 它们 不 相交 , 并 且 每 个 集 都 不 含有 另 一 
集 的 聚 点 , 即 A4nB= AnB-e.4EasfE E 叫 作 连 通 的 , 是 指 它 不 能 表 为 两 个 不 
相交 的 非 空 闭 集 的 并 集 . 连通 的 开 集 叫 作 区 域 . 至 少 含 有 两 点 的 连通 闭 集 叫 作 连续 
点 集 . 

AKH) (可 以 取 作 单位 闭 区 间 [0,1]) 到 R? 内 的 一 个 连续 映射 x = lt), y = 
v(t) 的 值 域 叫 作 平面 连续 曲线 (今后 , 我 们 称 这 种 平面 连续 曲线 为 Jordan 曲线 ). 
在 这 一 章 里 , 若 不 作 相反 的 声明 ， ee Jordan 曲线 . 

设 平面 曲线 z = plt) y = v(t) (a € t € b), 这里, o My 不 必要 求 连续 名 
Peano 给 出 它 的 可 REMENANT: 任 给 iim 

Asg-idge«te«c gEü& cb, 
作 和 数 
s(A) — » x,y) 


-> VE -pe + ts) - vtr. 


DOR? 中 点 集 的 测度 称 为 平面 测度 ; 而 R 中 点 集 的 测度 称 为 线性 测度 ， 
SH p 和 w 不 全 连续 时 , 我 们 也 称 w,w 的 值 域 为 平面 曲线 . 
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若 s=supAs(A) 是 一 个 有 限 数 , 则 称 曲 线 z = e(t), y — v(t) (at <b) 是 可 来 
长 的 , 数 s 就 叫 作 它 的 长 度 . 可 以 证 明 : 
1? 曲线 r = y(t), y = y(t) (a < t < b) 是 可 求 长 的 , HAI x= e(t), y = 
W(t) 都 是 [a.b] 上 的 有 界 变 差 函数 (参看 [8]. p.268). 
2° 如 果 可 求 长 曲线 y = f(x) 在 [a.b] 上 连续 , 那么 其 长 度 可 用 式 子 
E = lim s(A) (1) 
来 表示 , 其 中 6 是 分 法 A 中 |e; — ri) 的 最 大 值 (参看 [19], pp.223—224). 
B r= y(t), y-w(t) 是 区 间 [a.b] 上 的 Jordan 曲线 , 假如 当 t 关 t 时， 
(et), v(t)) # (e(t), v (t^). (2) 
则 称 所 考虑 的 Jordan 曲线 为 无 重点 的 Jordan 曲线 , 或 称 为 简单 曲线 或 简单 弧 . (Be 
如 (2) $4 a«t«b, act «bts, 但 是 
(2(aj,w(o)) = (v(b). v(b)) 
的 话 , x = p(t), y = Y(t) (a < t < b) 就 表示 Jordan 闭 曲 线 . 这 种 曲线 就 是 跟 圆周 
成 一 一 对 应 的 连续 曲线 . 
在 Jordan 闭 曲 线 的 性 质 中 , 最 重要 的 是 下 述 那 个 看 起 来 似乎 极 “ 明 显 ” 的 命 
题 : 任何 Jordan 闭 曲线 c 划分 平面 为 两 个 不 相交 的 区 域 , C 是 它们 的 共同 边界 ( 参 
看 [8], pp.262 一 267). 这 两 个 区 域 都 叫 作 Jordan 区 域 . 不 是 Jordan 区 域 的 区 域 就 
叫 作 非 Jordan 区 域 . 
有 界 平 面 点 集 S 称 为 具有 面积 , 是 指 它 的 特征 函数 ps 在 包含 S 的 一 个 闭 矩 
JÉ D 上 (R) 可 积 , 而 D 的 各 边 分 别 平 行 于 坐标 轴 , 如 果 S 有 面积 , 它 的 面积 ACS) 
就 等 于 ps 在 D 上 的 (R) 二 重 积分 : — 
A(S) = f ps(x,y)drdy. 
ATRAER GI Ar ENADE D. 
我 们 用 平行 于 和 矩形 各 边 的 直线 网 9 将 D 细 分 为 许多 闭 的 小 矩形 , 设 a( 多 ) 为 
所 有 是 S 的 子 集 的 那些 小 矩形 的 面积 之 和 , A2) 为 所 有 不 是 S" 的 子 集 的 那些 小 
矩形 的 面积 之 和 . S 的 内 面积 和 外 面积 分 别 记 作 ACS) 和 AS) 并 定义 为 
A(S) = apaa A(S) = inf A(7). 
这 些 定义 仍 是 与 D 无 关 . 有 界 集 S 有 面积 , 当 且 仅 当 AC) = 4(5), 如 果 这 个 等 式 
成 立 , 那么 
A(S) = A(S) = A08]. 
有 界 集 S 有 面积 的 充 要 条 件 是 , 它 的 边界 F(S) 有 面积 且 面 积 等 于 零 . 等 价 地 ， 
-个 有 界 集 有 面积 当 且 仅 当 它 的 边界 的 平面 测度 等 于 零 . 
有 关 平面 面积 的 初步 论述 , 包括 前 面 儿 个 陈述 的 证 明 , 可 参看 [118], pp.431- 
465. 
本 章 的 例 39. 还 将 涉及 曲面 面积 . 
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1. 序列 {ra} 5 (y,) SERA, 而 {(zw, 加)} 没有 聚 点 . 
在 平面 R? 中 取 ton = 1/n, yos = mn，zan+l =N, yanaa = l/n, W 0 既是 
{zn} 的 聚 点 , 也 是 {yn} 的 聚 点 . 由 于 
(Ukk) n = 32k, 
(zn. Un) = 
(Ki1/k), n=2k+1, 
可 见 ((m,.y,)) 没有 聚 点 . 
注 容易 证 明 ， 车 (a, b) 是 (ni 的 聚 点 ， 则 a 是 {wn} 的 聚 点 ， b 是 {Yn} 
的 聚 点 . 上 述 反 例 说 明了 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 . 
2. 一 个 可 数 集 E, 使 E' 具有 连续 统 的 势 , 且 ENE =ø. 
it 马 是 由 一 切 形 如 (m/2".1/2") 的 点 所 成 之 平面 点 集 , 这 里 , m,n 都 是 整数 ， 
则 E 是 可 数 集 , H E 是 由 一 切 形 如 (x,0) 的 点 所 成 之 集 , 其 中 x EWKA. A 
此 , E' 具有 连续 统 的 势 , H ED E' = e. 
3. 具有 不 可 数 闭 包 的 孤立 点 集 . 
fj 2 中 的 集 E 具有 这 种 性 质 . 
4. 距离 为 零 的 两 个 不 相交 的 闭 集 . 
设 
F-i(zy:zy-1hM B={(z,y):y=0,7 任意 }, 
则 Fi 和 FS 都 是 闭 集 且 不 相交 . EA c > 0, TE Fi 和 F5 中 分 别 取 点 (2/e,e/2) 和 
(2/s,0). 易 见 , 这 两 点 之 间 的 距离 为 =/2 < e. 由 此 可 知 ， 
d(Fi,F5)-— inf d(p.q) — 0. 


qE Fo 
EE RA APR 为 两 个 不 空 的 闭 集 , 并 且 其 中 至 少 有 一 个 是 有 界 的 , 那么 , 知 
d(Fi, F5) = 0, M) F, 5j Fo 必定 相交 (参看 [27], 中 译本 p.46). 上 述 反例 之 所 以 成 
为 可 能 , 是 由 于 给 定 的 两 个 闭 集 都 是 无 界 的 . 
5. 平面 上 的 一 个 开 集 , 它 不 能 表 成 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 相交 的 开 区 间 巴 的 并 集 . 
设 G 为 图 20 所 示 的 封闭 图 形 内 的 平面 开 集 (不 包含 边界 ). 显然 , 它 不 是 开 区 
间 . 因而 , 如 果 G 能 表 成 两 两 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 , 那么 它 至 少 要 表 成 两 个 以 上 
的 开 区 间 的 并 集 . 
ik G = Ug, n, 其 中 L (i —12,--) 为 两 两 不 相交 的 开 区 间 ， 易 见 ，G 与 
Ox 轴 的 交集 是 Oz 轴 上 的 开 区 间 (2.2), G 与 Oy 轴 的 交集 是 Oy 轴 上 的 开 区 
间 (—2.2). 我 们 先 要 证 明 , 这 两 个 开 区 间 中 至 少 有 一 个 要 与 {I;} 之 | 中 的 两 个 以 上 
的 开 区 间 rz; 相交 . 显然 , 我 们 只 要 证 明 , 如 果 Oy 轴 上 的 开 区 间 (72,2) 只 与 一 个 
四 形 如 ((m,y) :a < r & b.c y < d) 的 集 , 称 为 n? 中 的 开 区 间 . 
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图 20 


开 区 间 7; 相交 , 那么 , Or 轴 上 的 开 区 间 (—2.2) 就 至 少 要 与 {1;} 中 的 两 个 以 上 M 
开 区 间 7; 相交 . i Oy 轴 上 的 开 区 间 (一 2,2) 只 与 一 个 开 区 间 Le ESE, 则 a 44 
可 表 成 下 列 形式 : 
Iin = {(x,y):a1 < x < bi, —2 < y < 2}. 
效 证 ， 此 时 必 有 0 < b < 2,—1 < ai. 第 一 个 不 等 式 是 显然 的 ， 我 们 只 要 证 明 
2 一 1 即 可 . 假若 a; < 一 1, 那么 任 取 实 数 c 适合 ol < e< 一 1, SUB (c, 71) € Ia. 

Jum (c, —1) e G. 然而 ,，G 并 不 包含 所 示 图 形 的 边界 上 的 点 . 这 个 矛盾 表明 了 
aj 2 一 1. 

由 于 -1 € a, 所 以 当 -2 < c € —1 时 , 点 (c0) € G, 而 且 此 点 属于 Or 
轴 上 的 开 区 间 (—2.2) 而 不 属于 开 区 间 ,; 又 , 点 (0.0) 既 属于 Ox 轴 上 的 开 区 间 
(一 2,2) 且 属 于 开 区 间 m 这 就 表明 , Or 轴 上 的 开 区 间 (2,2) 至 少 要 与 { 五 } 中 的 
两 个 以 上 的 开 区 间 五 相交 . 

今 设 Oz 轴 上 的 开 区 间 (—2, 2) 与 开 区 间 五 及 万 相交 , 而 对 其 他 的 任何 即 (n # 
iin z j), In 与 Oz 轴 的 交集 ( 记 作 Rj O In) 是 Or 轴 上 的 包含 于 (—2,2) 的 开 区 
间或 空 集 . TE, Oz 轴 上 的 开 区 间 (—2,2) 可 表 成 开 集 Rj E; 5 Unzi(Rz 门 1) 
的 并 集 , 而 且 由 于 n} 两 两 不 相交 , 因而 


RsNG= Re n (Ua) = (Rs NI) «(ue D 


il nii 
是 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 的 并 集 ， 然而 , 我 们 知道 实数 轴 上 的 任何 一 个 开 区 间 


(a, b) 都 不 可 能 表 成 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 的 并 集 . 由 此 导致 媚 盾 . 这 个 矛盾 说 明 
了 G 不 可 能 表 成 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 . 
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ik 直线 上 的 每 个 非 空 开 集 均 可 表 成 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 相交 的 开 区 间 的 
并 集 . 上 述 反例 说 明了 不 能 把 这 个 命题 转移 到 平面 开 集 的 情形 
6. 单位 正方 形 内 的 一 个 可 测 子 集 , 它 不 能 表 成 可 数 个 “矩形 ” 呈 的 并 集 . 

下 面 的 例子 是 由 Weger O 作出 的 . 

设 C [0,1] 中 具有 正 测度 的 Cantor 集 , 令 

S-—((ry):r-yeC,0xr«l0xyxl) 
兹 证 , X A x B c S, 则 或 者 有 mA = 0, 或 者 有 m2.B = 0. S3: E, Ax Bc S Zi 
ifr 
A—B-—í(v-y:vc€AyceB)cC. 


E mA 0H mB >0. 则 4 一 B 将 有 非 空 的 内 部 . 此 为 矛盾 . 
因为 4xBcC5S 蕴 涵 mA==0 或 mB = 0, m S 具有 正 测 度 , 所 以 S 不 能 
成 可 数 个 “矩形 ”的 并 集 . 


7. 一 个 平面 点 集 E, 一 方面 E 可 表 成 两 个 不 相交 的 集 4 与 B 的 并 , 另 一 方面 ， 
E 分 别 与 4 及 B 可 合 . 

设 M* = 2(M) 是 将 平面 R 变 为 自身 的 一 个 映射 , 如 果 任 何 两 点 的 距离 对 于 

这 个 变换 不 变 , 即 
d(g(M),e(N)) 2 d(M, N) (M.N e R?), 

则 称 M* = e(M) 是 一 个 运动 . 

集 4 与 B 叫 作 可 合 的 , 是 指 存在 4 到 B 上 的 一 个 运动 . 

为 了 构造 具有 所 需 性 质 的 平面 点 集 已 ,我 们 在 复 变 量 z 的 平面 上 考察 两 个 运动 

R(z)—e'z, T(z)-—z-1. 

假设 E Rd :-0LbUEMz-0£28p8 II R A T fis TEE RT) AS US. 
于 是 , E 中 每 一 点 可 以 表 为 ei 的 一 个 多 项 式 , 其 系数 都 是 非 负 的 整数 , 又 因 e? 是 一 
超越 数 , 所 以 将 各 点 表示 为 e 的 多 项 式 时 , 其 方法 是 唯一 的 . 将 E 中 的 点 , 其 e 的 
多 项 式 表 示 中 没有 常数 项 的 , CHEENA A, E B = EVA, W AQ B = Ø, AUB = E. 
除 此 而 外 且 有 

R(E)= A, T(E)- B. 

也 就 是 说 , E 可 表 成 两 个 不 相交 的 集 4 5 B 的 并 , 而 且 E 分别 与 4 及 B 可 合 . 
8. 平面 完备 疏 集 一 一 Sierpiński 5E, Sierpiński Æ% Cantor f$ 

(1) Sierpiński Ht ES 

在 平面 上 以 下 面 的 方法 作 集 4 : 用 直线 r= 1/3, x = 2/3; y = 1/3,y = 2/3 
分 正方 形 O0<r<1, 0 入世 1 为 9 个 相等 的 正方 形 , 并 去 掉 中 心 的 正方 形 ( 即 正 


@ 设 A, B 是 单 位 区 间 内 的 可 测 子 集 , f A x B= ((a 0) :ac Abe B) 为 BUE. 
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方形 1/3 < x < 2/3,1/3 < y < 2/3). 然后 , 把 剩 下 的 8 个 闭 正 方形 中 的 每 一 个 都 
分 为 9 个 相等 的 正方 形 . 并 去 掉 所 有 的 中 心 正方 形 , 将 此 过 程 无 限 继续 下 去 , 在 可 
数 次 之 后 , 剩 下 的 集 用 4 Xem ( 它 被 称 为 “Sierpitiski x5" ). 

兹 证 , A Jysédei te. 为 方便 起 见 , 我 们 把 中 心 那个 被 删 去 的 开 正方 形 叫 作 第 
一 级 开 正 方形 , 而 把 在 平面 上 删 去 中 间 那 个 开 正方 形 后 剩 下 的 8 个 闭 正方 形 叫 作 第 
一 级 闭 正方 形 (参看 图 21). 类 似 地 定义 二 级 闭 正方 形 , 它们 共有 8? 个 , 每 一 个 的 边 
长 是 1/32 (参看 图 22), 以 及 二 级 开 正方 形 , 它们 共有 8 个 , 每 一 个 的 边 长 是 1/32. 
容易 看 出 , 用 这 种 方法 可 以 定义 所 有 级 的 开 正 方形 和 闭 正方 形 . 
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4 P, RER n 级 闭 正 方形 之 并 , 显然 ， 
ADDE. 


因为 P, (n 二 1,2,.…) 都 是 闭 集 , 所 以 A 也 是 闭 集 . 
为 证 4 是 无 处 稠密 的 , 我 们 考察 任意 的 开 圆 盘 J. 这 个 圆 盘 或 者 完全 不 含有 集 
A 的 点 , 或 者 至 少 含有 这 个 集 的 一 点 M. 我 们 要 证 明 : 在 后 一 种 情况 下 圆 盘 J. 内 有 
一 个 完全 不 含 集 4 的 点 的 较 小 的 圆 盘 . 为 了 证 实 这 一 断 语 , 我 们 找 出 某 个 n 级 闭 
正方 形 Kn, 它 含 有 点 M, 并 且 它 的 对 角 线 之 长 小 于 由 点 M 到 圆 盘 J 的 边界 的 距 
离 (因为 闭 正 方形 的 对 角 线 是 在 级 数 n 趋 于 无 穷 时 而 趋 于 零 的 , 所 以 这 件 事 是 可 以 
作 到 的 ). 这 个 财 正 方形 完全 在 圆 盘 J 之 内 (参看 图 23), WA, 在 正方 形 Ke 中 心 
的 第 n 4-1 级 开 正 方形 (也 在 圆 盘 J 之 内 ) 就 完全 不 含 4 的 点 . 在 这 个 开 正 方形 内 
作出 内 切 圆 盘 V. 该 圆 盘 在 圆 盘 J VJ. 且 不 含 4 中 的 点 . 于 是 , A JOE mfi Effe. 
用 类 似 的 方法 证 明 4 无 孤立 点 : 设 Mo € A, E Mo 的 任意 邻 域 J, 再 作 一 个 
包含 M 且 完 全 包含 于 ,7 中 的 闭 正 方形 K, (参看 图 24). 那么 . 这 个 正方 形 的 边界 
XTE 4 且 也 含 于 Jp. 因此 , Mo 不 是 孤立 点 . 
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M K 


n 


图 23 图 24 
因为 4 是 闭 的 , 且 不 含 孤 立 点 , 所 以 A 是 完备 集 . 
ik 4 的 余 集 A 的 测度 等 于 一 切 被 去 掉 的 各 级 正方 形 的 面积 之 和 , 即 是 
mA = III x 时 十 ,十 ger x 854 1, 

因此 , mA = 0. 

(2) Sierpiński XI 

在 平面 上 以 下 面 的 方法 作 集 B : 用 直线 v = 1/3, 2 = 2/3; y = 1/3, y = 2/3 
分 团 正方 形 0€ x < 1, 0 < vy < 1 为 9 个 相等 的 正方 形 , 且 毗 连 于 基本 正方 形 顶 
点 的 四 个 闭 正方 形 称 为 第 一 级 的 正方 形 , 而 它们 的 并 用 Bi 记 之 (参看 图 25). 然后 
把 第 一 级 正方 形 中 的 每 一 个 分 为 9 个 相等 的 闭 正方 形 , 且 它 们 当中 陛 连 于 相应 的 第 
一 级 正方 形 之 顶点 者 称 为 第 二 级 的 正方 形 ; 所 有 第 二 级 的 16 个 闭 正 方形 之 并 用 Bz 
记 之 (BAR 26) 其次， 又 分 每 一 个 第 二 级 的 正方 形 为 9 个 相等 的 闭 正 方形 , 并 


N 
7 


E. 


图 25 
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称 毗 连 于 第 二 级 的 相应 正方 形 顶 点 ee cim :级 的 正方 形 ; 所 有 第 三 级 的 
64 个 闭 正 方形 之 并 用 Bs 记 之 , 依 此 类 推 . 显 
Bi > BD B3D.- 
一 切 By 的 公共 部 分 称 为 “Sierpitiski £k", 并 用 B 记 之 : B = AR Br 不 难 证 明 ， 
B E RAME. 
注 B 的 余 集 B 的 测度 等 于 所 有 被 去 掉 的 《 开 十 字形 》 的 面积 之 和 , 即 是 
mB*-— STEET, 十 、 agp xdt Ae sem]. 
AZ, mB = 0. 
(3) Cantor Fi 
在 Ory 平面 上 由 满足 下 列 条 件 : 0 € x € 1, y € D (这 里 , D 为 Oy 轴 上 的 区 
间 [0, 1] 中 的 Cantor 三 分 集 ) 的 一 切 点 M (x. y) 所 成 之 集 E PKJ “Cantor #0”. 不 
难 证 明 , E ERME. 
注 ERE ES 的 测度 等 于 所 有 被 去 挥 的 矩形 的 面积 之 和 , 即 是 
mE =E togt XPA tam x+, 
因 之 , mE =0. 
9. 任 给 实数 a (0 < a < 1), 可 在 [0,1] x [0, 1] 中 构造 一 个 完备 疏 集 E, WE 


mE = a. 


任 取 其 项 为 递减 的 正 项 级 数 a1 + oz +… ,使 


RN —1-a. 


n-l 


在 单位 正方 形 [0,1] x [0,1] 中 引 两 条 垂直 直线 和 两 条 平行 直线 , 使 被 这 些 直线 截 去 
pus inii aj, 且 去 掉 这 个 十 字形 后 余下 的 二 个 矩形 是 闭 正 方形 (参看 图 

. 称 这 些 闭 正方 形 为 第 一 级 正方 形 , 用 P, 表 其 并 集 (P, 是 闭 集 ). 在 4 个 第 一 
方形 的 每 一 个 中 引 两 条 垂直 直线 和 两 条 平行 直线 , 使 被 这 些 直线 截 下 的 每 个 十 
字形 的 面积 等 于 ao/4, 且 在 第 一 级 正方 形 的 每 一 个 中 去 掉 十 字形 后 余下 的 是 4 个 
闭 正 方形 . MER F HEE AE 它们 的 并 用 P» 表示 , 二 级 正方 
形 的 个 数 等 于 4? (参看 图 26). 一 般 地 , 设 大 级 正方 形 已 作出 (个 数 等 于 4^). 那么 ， 
后 一 级 正方 形 可 以 这 样 作 出 : 在 大 级 正方 形 的 每 一 个 中 引 两 条 垂直 直线 和 两 条 平行 
直线 , 使 被 这 些 直线 截 下 的 十 字形 的 面积 等 于 ak+ly/44, 且 去 掉 这 些 十 字形 后 余下 
的 矩形 是 闭 正方 形 , 称 它们 是 第 大 十 1 级 正方 形 , 其 并 表 为 Pha, 所 有 天 十 1 级 正 
方形 的 个 数 等 于 44+1. 如 果 取 一 切 Py 之 交 , 那么 我 们 就 得 到 一 个 完备 玻 集 . 最 后 ， 
一 切 被 去 掉 的 十 字形 的 面积 之 和 为 


De 
ÉÜx (13 k Gk--1 E 
ai Ax cat x m^ -十 4 x Jk em >》 ap-l-a 


因 之 , pif HIE ficii SE RN RE D. a. 
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iE 我 们 还 可 以 作出 坐标 均 为 无 理 数 且 具 有 正 测 度 的 完备 朴 集 . 为 此 , TE Ox 
轴 的 区 间 [a, 3] (2,8 均 为 无 理 数 且 a < 8) 中 作 一 个 仅 由 无 理 数组 成 而 测度 为 
a (0 <a< B-a) ffjsé fW E. (参看 第 一 章 例 32), 在 Oy 轴 的 区 间 [o. 8] 中 也 
作 一 个 这 样 的 集 E,. 令 

E-E,xEy,—li(xy):r€E,.ycE,, 
则 E Eraik, H (参看 [6], pp.51—54) 
mE = mE; x mE, = a?. 

10*. Sierpiński 连续 点 集 

下 面 两 个 极其 出 色 的 连续 点 集 是 由 Sierpiiiski 所 创造 

(1) Sierpiński 第 一 连续 点 dk 

在 等 边 三 角形 的 每 一 边 上 取 一 中 点 , 然后 连接 这 些 中 点 而 把 此 等 边 三 角形 划分 
degré 三 角形 . 把 中 间 三 角形 的 内 部 去 掉 , 而 在 其 余 的 三 个 闭 三 角形 (我 们 
se dm 级 的 三 角形 ) 重复 同样 的 手续 : 每 个 这 样 的 三 角形 各 被 分 成 四 个 相等 的 

三 角形 , 并 去 掉 其 各 个 中 间 三 角形 的 内 部 , 这 样 就 得 到 九 个 二 级 闭 三 角形 .以 

icm 

我 们 用 m, 表示 所 有 的 3^ 个 n 级 三 角形 之 并 , 所 有 这 些 三 角形 既是 闭 的 , 那么 
其 并 m 就 是 RP 中 的 一 个 紧 集 . 易 见 , ix 个 紧 集 是 连通 的 (E 的 任意 两 点 能 用 位 于 
Ta 上 的 折线 所 连接 ). 因为 m, D mauu, 所 以 一 切 m, 之 交 5 是 一 个 连续 点 集 (8 
看 [21]. 中 译本 p.252). 称 此 连续 点 集 为 “Sierpiiiski 第 一 连续 点 集 ” 或 “Sierpiiiski 
曲线 ”. 为 了 认 清 这 个 “曲线 ”的 形状 , 我 们 在 图 27 上 画 出 了 连续 点 集 ra 的 图 样 . 
在 连续 点 集 S 上 存在 有 到 处 稠密 的 无 限 折线 L 一 一 即 是 我 们 作 图 中 的 一 切 三 角形 


人 


人 AAA D 
ANS? SN 


SAN SR 
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图 27 
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的 周边 之 和 .区 看 作 是 周边 L,, (这 是 级 的 数 日 < n 的 一 切 三 角形 的 周边 之 和 ) 的 


上 升序 列 之 和 , 就 容易 看 出 它 是 连通 的 . 然而 , L 远 远 没有 历尽 整个 的 连续 点 集 5 : 
在 5 上 还 有 不 在 我 们 任何 三 角形 之 周边 上 的 非 可 数 的 点 集 . 


(2) Sierpiński 第 二 连续 点 集 

“Sierpiński 第 二 连续 点 集 ”, HI “Sierpiński HLE”, 其 构造 方法 可 参看 例 8. 

注 _ 上 述 两 个 连续 点 集 在 平面 上 都 是 无 处 稠密 的 . 
11. 平面 上 的 一 个 (L) 可 测 集 , 它 在 坐标 轴 上 的 射影 都 不 是 (L) 可 测 的 . 

i A 是 [0,1] 中 的 一 个 非 (L) 可 测 集 , 令 

E = (Ax {0}) U ((0) x A) c [0.1] x [0. 1]. 

则 4 x (0) 和 (0) x A 均 为 平面 上 的 (L) 可 测 集 , 从 而 E 也 是 平面 上 的 GL) 可 测 
SE. 且 其 平面 测度 为 0. 然而 , E 在 坐标 轴 上 的 射影 均 为 非 (L) 可 测 集 . 


12. 单位 正方 形 [0,1] x [0, 1] 内 的 一 个 子 集 , 它 在 [0.1] x [0,1] 内 稠密 , 但 在 任 一 

平行 于 坐标 轴 的 直线 上 都 是 无 处 稠密 的 . 

设 E 是 正方 形 工 = fizigy)s0 & rz l1, O0zysll 中 的 这 样 的 点 (n. u) 所 
成 之 集 , 数 x,y 可 表 成 有 限 位 数 的 二 进位 小 数 表 达 式 , 而 且 xz 5 y 的 二 进位 小 数 表 
达 式 中 的 有 限 位 数 是 相同 的 . 于 是 , 如 果 u^ 可 表 成 有 限 位 数 的 二 进位 小 数 表达 式 ， 
那么 , 在 直线 r = xz 上 只 有 有 限 多 个 点 (xy) E E. 同 理 , 如 果 y 可 表 成 有 限 位 
数 的 二 进位 小 数 表达 式 , 那么 , 在 直线 y = y 上 也 只 有 有 限 多 个 点 (x,y) € E. 由 
此 可 知 , E 与 每 一 条 平行 于 坐标 轴 的 直线 z = al 之 交 Es = {y : (x,y) E E} 和 
y = y 之 交 Ey = {x : (2',y) € E) 分 别 在 直线 z = Fly = 上 是 无 处 稠 
密 的 . 

兹 证 , E 在 正方 形 了 内 是 稠密 的 . 为 此 , 我 们 考察 直线 y — ra. 其 中 a 代表 
正 的 或 负 的 有 限 二 进位 小 数 表达 式 . 于是, 对 于 有 限 二 进位 小 数 表达 式 中 位 数 大 于 
a 的 位 数 的 那些 x, 由 等 式 y = rta 可 知 ,y 与 x 有 相同 的 位 数 , 从 而 (x,y) € E. 
因此 , E 5 y= x af fjac ite I 5 y za 的 交口 中 是 稠密 的 . 由 于 a 的 全 体 
在 区 间 [—1.1] 中 是 稠密 的 , 因而 E 在 了 中 也 是 砚 密 的 . 

这 个 例子 是 由 Pringsheim HH 作出 的 . 

13*. 单位 正方 形 I = [0,1] x [0.1] 的 一 个 子 集 A 在 了 内 稠密 , 而 且 与 7 相交 的 

每 一 条 铅 直 或 水 平 直 线 恰好 交 4 于 一 点 . 

实际 上 , 所 要 寻求 的 是 一 个 一 一 对 应 f, 它 的 定义 域 和 值 域 都 是 [0. 1]. 其 图 形 
在 了 内 稠密 . 开头 , 我 们 分 阶段 地 对 x € (0,1] nn 多 定义 函数 f(x). 其 中 o 代表 全 
体 有 理 数 . 设 B= ((0,1] N 2) x ((0.1]n 2) 的 点 已 被 排 成 序列 : 

(21,81), (£2, Y2), ,Tn Yn) 
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(这 是 允许 的 , 因为 坐标 为 有 理 数 的 点 的 全 体 成 一 可 数 集 ). 先 定义 fn) = yi 第 一 
阶段 , 我 们 用 铅 直 和 水 平 的 二 等 分 线 将 B 分 成 四 个 不 相交 的 部 分 : 
ten eaa. endin 

并 且 按照 任意 的 次 序 将 这 四 部 分 记 作 : Bi. Bio. Biss Bias 以 (rni yii) 表示 序列 
{(zn、Vyn)} 中 第 一 个 属于 Bui MX zl x, A yn y 的 点 , 设 fru )-g: 
以 (x12. 12) 表示 序列 { (zw,yw)} 中 第 一 个 属于 Bio, 而 又 能 使 212 与 zl 和 zl 都 
不 相同 , uio 与 yi 和 y 都 不 相同 的 点 , 设 f(x12) = yis. 当 已 经 用 同样 的 方法 定义 
f(z13) = una 之 后 , 我 们 用 (x14, gia) 表示 序列 { (a,yn)} 中 第 一 个 属于 Bia. 而 又 


定义 f(z14) = yia. 这 就 完成 了 第 一 阶段 . 第 二 阶段 也 一 样 , 只 不 过 是 用 更 多 的 铅 直 
的 和 水 平 的 二 等 分 线 将 B 分 成 16 = 4? 部 分 : Bai. Bao , Boaz, 在 这 些 部 分 的 每 
一 个 , 我 们 依次 在 一 个 尚未 在 其 定义 域 中 的 有 理 点 定义 f£. 它 所 取 的 值 是 尚未 在 其 
值 域 中 的 有 理 点 . 如 果 这 个 程序 无 限 地 继续 进行 . 第 n 阶段 将 B 分 成 47 个 全 等 的 
部 分 , 得 到 的 函数 f 在 (0, mmZ 另 上 具有 指定 的 性 质 . 最 后 , 我 们 把 f 的 定义 域 和 
值 域 扩张 到 [0,1], 办 法 是 对 x € [0,1] V ((0, 1] n 2) 定义 f(x) = x. 

例 13 是 例 12 的 改进 . 
14*. 平面 内 的 一 个 稠密 集 , 它 不 含有 三 个 共 线 的 点 . 

设 z1. z2,.…. 是 复 平 面 内 的 代数 点 ( 即 实 部 与 虚 部 都 是 代数 数 的 点 ) 所 成 的 可 
数 稠密 集 , S 是 s1, sz,:.: 所 成 之 集 , {sr} 的 定义 如 下 : si = 21,82 = z2, 当 n>2 
时 , 令 


= zn + 92-neg2ri/ fin) 


5n 


这 里 , f(n) 是 如 此 的 最 小 正 整数 , 使 得 sn 同 51,s2,:… Sn- 中 任何 两 个 点 都 不 共 
线 . FDAN, f(n) 必定 存在 . 于 是 , 集 S 中 任何 三 个 点 都 不 共 线 . 

因为 2 = (zi 22. ) 在 平面 内 稠密 , H. 

[Sn x zn| EE 

所 以 5 在 平面 内 也 稠密 . 

这 个 例子 是 由 Leo Moser H4 作出 的 . 
15*. 与 任 一 直线 至 多 有 两 个 公共 点 的 不 可 测 平面 集 . 

这 个 例子 属于 Sierpiński 51, 为 构造 这 个 例子 , 我 们 先 要 证 明 下 面 的 引 理 : 

引 理 。 任 给 一 个 方向 , 作 平行 线 截 R? 中 的 闭 集 F 车 所 有 平行 线 与 下 之 交 在 
R' 中 的 测度 是 0 的 话 , 则 FF 是 R? 中 的 零 测 度 集 . 

证 不 妨 设 这 个 方向 是 Oy fü. FF 位 于 [0,1] x [0.1] 里 . 只 要 证 明 , 过 点 z 的 
垂直 线 截 F, RO F, = {y : (zy) € F) 在 R 中 的 测度 永远 小 于 o Hf, F E p? 
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中 的 测度 必 小 于 o. 为 此 , 任 取 一 点 x € [0, 1], FERR rr (z' 位 于 直线 y = 1 LE, 
以 下 带 搬 的 都 是 如 此 ). 因为 F ERE, H mF, < o, 所 以 在 线段 zx! 上 存在 有 限 
个 区 间 , 这 些 区 间 不 含 F 中 的 点 , 而 且 它 们 的 测度 之 和 大 于 1 一 o. 以 这 些小 区 间 为 
高 向 左右 伸张 , 作 小 矩形 , 使 不 含 F 的 点 . 由 于 这 种 小 矩形 只 有 有 限 个 , 因而 在 点 
x 的 左右 两 侧 , 存在 点 ri. co. 过 x1, £2 FEER riri, erg, 使 risi, eor, 穿 过 被 
zz! 通过 的 小 矩形 的 内 部 . 于 是 , RITE z 的 小 区 间 (zi,22), 在 矩形 ziz2zo24 
里 有 矩形 的 并 , 它 不 与 已 相交 , 且 其 面积 大 于 (za — zi)(1l 一 o). 

根据 Borel 有 限 履 盖 定 理 , 在 0 < x < 1 里 , 可 以 找到 有 限 个 {(zi,zz)} 适合 
上 述 条 件 , RH EE f 0 < x < 1. 以 这 些 区 间 的 端点 分 0 < x < 1. 在 每 两 个 分 点 
之 间 的 小 线段 上 , 它 的 长 车 是 4, 它 的 上 方 有 一 些 与 下 不 相交 的 矩形, 则 据 前 面 的 论 
述 , 其 面积 之 和 大 于 !(1 — o). 把 这 些 和 矩形 的 面积 加 在 一 起 , 则 与 FP 不 相交 的 矩形 


总 面积 大 于 
>》 u1-6)21-e. 


由 此 可 知 , mF < e. 引 理 证 毕 . 

现在 再 来 构造 具有 所 需 性 质 的 不 可 测 集 . 

如 所 周知 , [0, 1] x [0, 1] 里 具有 正 测度 的 闭 集 的 类 , 其 势 是 N, 它 与 正方 形 [0.1]x 
[0,1] 8955 — FE. 根据 Zermlo 公理 , 可 以 把 这 个 闭 集 的 类 写成 

ns {a} 
这 里 , 2 是 N 所 对 应 的 最 小 超 限 数 . 于 是 , Wo, = {a:a < f20} 的 势 也 是 N, 从 而 
它 与 正方 形 (0, 1] x [0,1] 成 一 一 对 应 : 

p.poecspPoDosrcscoopacc (@& < f2). (1) 

(1) 的 点 第 一 个 在 五 的 , 叫 作 q. 

取 常 数 a < f20, 设 点 qe (£ < o) WERE. $ Qa 是 连 一 切 dd 的 直线 所 
成 之 集 , 但 六 < yy < a. 因为 a < Qs, 所 以 Qu 的 势 小 于 N. 因 之 , 有 方向 Do 不 
平行 于 Qa 中 的 任何 直线 . 由 引 理 可 知 , 必 有 直线 D 平行 于 Do, 使 得 Fan D 是 
R! 中 的 正 测度 集 . 注意 , D 与 Qs 的 交点 的 势 小 于 N 但 因 m(Fa N D) > 0, 所 以 
Fa O D WHE NR. 从 而 Fa ND 有 点 不 属于 Qa. 

也 就 是 说 , 我 们 证 明了 Fa 有 点 不 在 quay E. i <u c a. S qa 是 (1) 中 第 一 
个 这 样 的 点 . 根据 超 限 归 纳 法 , 得 点 集 

再 :人 ,0)， 
每 个 Fa 与 E 至 少 有 一 个 公共 点 , E 的 任意 三 个 点 不 在 一 条 直线 上 . 因此 , 任何 直 
线 截 E, 至 多 得 出 两 个 点 . 

兹 证 E 不 可 测 . 

因为 对 每 个 Fa, 都 有 EN Fa ze, 所 以 E 的 余 集 (对 正方 形 [0.1] x [0,1] 而 
言 ) 不 包含 具有 正 测度 的 闭 集 , 从 而 其 内 测度 等 于 0. TE, E 的 外 测度 大 于 0. 25 
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TR OE 至 多 得 出 两 点 相 冲 突 . 

既然 m* E > 0, m.E —0, 可 见 万 并 不 可 测 . 
16*. KE [0,1] 到 正方 形 [0,1] x [0, 1] 上 的 一 个 映射 . 

如 果 t e [0,1). 设 O.titota -- RE t 的 二 进位 小 数 展开 式 , 为 了 避免 含糊 不 清 ， 
我 们 假定 这 个 展开 式 含 有 无 穷 多 个 等 于 0 的 二 进位 数字 . 在 映射 f 之 下 , 上 在 单位 
正方 形 [0.1] x [0,1] 内 的 像 点 (m. y) 定义 为 

pct. yag. 

最 后 , 定义 f(1) = (1, 1). 不 难看 出 , 在 映射 了 之 下 , [0,1] 的 像 集 是 [0,1] x (0, 1], 而且 
f 是 一 个 多 对 一 的 映射 例如 , (0.1.0.1) 就 恰好 是 三 个 不 同 的 点 0.11,0.100101010 
101--- 和 0.011010101 --- 的 像 点 . 

映射 上 是 不 连续 的 . 例如 , 设 {ta} 为 序列 0.0011,0.001111,0.00111111,0.0011 
111111,---. XUN (En: Yn) = f (tn) 于 是 序列 (5) 和 {yn} 一 样 , 都 是 

0.01.0.011.0.0111,0.01111,.… . 

可 是 , t, — 0.01. (£n; Yn) 一 (0.1,0.1) (n — oc), 从 而 £(0.01) = (0.0,0.1) z 
(0.1, 0.1). 也 就 是 说 lim, f(tn) Æ f (lim, tn). 
17. 充实 空间 的 连续 曲线 . 

所 谓 充实 空间 的 连续 曲线 是 指 一 条 曲线 , 它 位 于 一 个 维 数 大 于 一 的 Euclid 空 
间 并 且 在 该 空间 内 有 一 个 非 空 的 内 部 ( 它 不 是 无 处 稠密 的 )，1890 年 意大利 数学 2 
Peano 的 第 一 个 充实 空间 的 连续 曲线 曾 使 数学 界 大 吃 一 惊 . 我 们 在 此 介绍 的 是 由 法 
国 数学 家 Lebesgue 给 出 的 , 一 个 充实 单位 正方 形 了 上 = [0, 1] x [0, 1] 的 曲线 . Lebesgue 
给 出 的 例子 的 优点 , 特别 是 在 于 它 能 推广 到 任意 维 数 的 情形 , 并 能 导致 Cantor 完备 
4E C 在 任意 维 数 的 立方 体 上 的 或 甚至 Hilbert 传 形 虽 上 的 连续 映射 . 

Lebesgue 的 构造 法 如 次 : 

i£ C Jj [0,1] 中 的 Cantor 三 分 集 , 如 所 周知 , C 的 点 t, 当 其 表 为 无 限 三 进位 
小 数 


ei w 

的 形式 时 , 其 特性 是 : 0, 或 者 是 0, 或 者 是 2, 从 而 能 够 写成 On = 2t, 的 形式 , 这 里 
的 n, 或 者 是 0, 或 者 是 1. 由 于 这 种 情况 , 我 们 可 以 把 (1) 改写 为 

t=2 (和 (2) 


的 形式 . 对 集 C 的 每 个 点 (2), 使 与 平面 R? 中 的 单位 正方 形 7 = [0,1] x [0,1] 的 


@Hilbert 空间 H 的 砖 形 Q, 是 由 一 切 点 x = (zi,za om) € H PRR, 这 些 点 适合 
条 件 0 < zn 1/2 (n= 1,2,.…). 


- 298 - 实 分 析 中 的 反例 [13.17] 


点 (21,22) 相对 应 : 


E fy ts ts ton—1 
人 
入 HE to 
w= 


这 样 , 我 们 就 得 到 了 集 C C [0,1] 到 单位 正方 形 了 = {(z1,7z2):0<xi<10< 
x < 1) 的 一 个 映射 f. 

兹 证 , f 是 映 C 到 EÉ. 

事实 上 , 假设 x = (zx1,2z2) 是 正方 形 了 中 的 任意 一 点 , 其 坐标 写成 二 进位 小 数 
展开 式 


三 pa — 0 3X 1, 
Qn E 
i Ri CGE GIAE qn — 0 X 1. 


于 是 , 在 映射 了 之 下 , x 所 对 应 的 是 由 分 解 式 (2) 所 定义 的 集 C 之 点 在 这 分 解 式 中 
奇数 位 是 一 连 串 的 pi,p2,… pasos ,而 偶数 位 是 一 连 串 qi, gq2,… , qn.…. 因此 ， 
f 就 是 集 C 到 整个 正方 形 I 上 的 映射 . 

再 证 , 映射 f 是 连续 的 . 

事实 上 , 集 C 的 两 点 


t tL t 
Y=2| 442 +2 + 
($42 3 
5 
Uu t H 
Ho i n 
TCI ck) ) 


如 果 t, A, 那么 就 有 
|! — 2"| S13". 


因此 , 如 果 令 


NCC UNE. 
t = 2 A LADEN , 


t) € C (k= 二 1,2,…), 而 且 点 列 {t0} CF 


TETLTE TRI 
E 3 32 3n 
那么 对 任意 的 n, 存在 正 整 数 kn, 当天 > ku 时 , 就 有 
tP =t, JD =p 6, WI Lk. 


由 此 推 知 , 4 k 趋向 无 穷 时 , rP = uU) 与 zl = ps9) 分 别 趋向 于 zl = 
pilt) 与 wa = p2(t), 这 就 证 明了 函数 pi 与 vo 的 连续 性 , 也 就 是 , 映射 的 连 
续 性 . 

最 后 . 我 们 要 把 wi 与 es 的 定义 域 扩张 到 整个 区 间 [0,1] 上 . 为 此 , 设 Cantor 
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三 分 集 C 的 邻接 区 间 为 (ai, Bi) i = 1,2…… ,在 每 个 邻接 区 间 (04,8;) E, S 


、 Bit t= 04 
et - caen g ; E ex(), 
Bi-t — 
pal) = ca + 有 i go(Bi). 


Qi 
这 样 , 就 得 到 定义 在 整个 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 (它们 仍 用 pi, p 表示 ) 对 每 点 
t € [0,1], 像 从 前 那样 , 假定 zl = i(t) 与 za = palt) 的 时 候 , 就 得 到 区 间 [0, 1] 到 
单位 正方 形 I 上 的 连续 映射 了 (这 个 映射 是 在 整个 单位 正方 形 上 的 , 因为 我 们 已 经 
见 到 , 甚至 有 f(C) = T). 
当 我 们 将 序列 {tn} 分 解 成 三 个 或 多 个 部 分 序列 时 , 也 可 获得 区 间 [0,1] 到 三 维 
或 多 维 的 正方 体 上 的 连续 映射 , 甚至 直到 No 维 (No 为 可 数 集 的 势 ) 例如 , 函数 


t t3 5 
wi =p (= r Lx Law 


定义 在 Cantor 三 分 集 C 上 并 如 上 扩张 到 区 间 [0,1] 后 , zs = wn(t) 都 是 [0.1] 上 
的 连续 函数 , 且 各 自 独 立地 遍历 区 间 0 < a < 1 所 定义 的 Ro 维 正 方 体 W. 

iE Peano 曲线 使 维 数 概念 遭受 了 第 二 次 的 打击 ; 正方 形 除 了 已 知 可 以 是 区 间 
的 一 对 一 的 映射 之 外 (由 于 它们 的 势 相同 ), 现在 又 知 它 也 可 以 是 区 间 的 连续 映射 . 
直到 要 提出 对 同 胚 性 的 要 求 时 , 才 使 维 数 概 念 重 行 恢 复 它 应 有 的 地 位 ; 事实 上 , 成 立 
下 列 维 数 不 变 性 的 定理 , 此 定理 的 最 一 般 形式 首先 由 Brouwer 所 证 明 (参看 [89]. 
中 译本 p.221): 

欧 氏 空间 R” 中 一 集 A 与 欧 氏 空间 R" 中 一 集 B, 当 n>m H B 具有 内 点 
时 , 二 者 决 不 同 胚 . 

根据 这 一 定理 , 从 区 间 到 正方 体 上 的 连续 映射 都 不 可 能 是 一 对 一 的 . 


18. 充实 空间 的 连续 曲线 的 简单 例题 . 
第 一 例 “ 我 们 在 此 介绍 的 充实 空间 的 连续 曲线 的 简单 例题 , 它 归 功 于 Schoen- 
berg. 


ig 是 定义 在 区 间 [0,2] 上 的 函数 : 
0, 0<t<1/3, 5/2 t & 2, 
NT 1/3 < t < 2/9, 
g(t) = 
l, 2/3 < t < 4/3, 


_3t+5, 4/3 < t< 5/3. 
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规定 
g(t + 2) = g(t). 
把 g 的 定义 域 扩张 到 整个 R'.g 在 R! 上 连续 , 周期 是 2. 
现在 , 由 


327 一 2 9o 32n-1 ; 


H=] n-l1 
定义 两 个 函数 x,y. 由 Weierstrass M 判别 法 , 这 两 个 级 数 都 在 R! 上 一 致 收敛 ; 由 
于 这 两 个 级 数 中 的 每 一 项 都 是 连续 的 , 因此 , PAR r, y 都 在 R! 上 连续 . 
it z = (x,y), 以 G 表示 区 间 [0,1]| 在 z 之 下 的 像 . 我 们 要 证 明 G = [0. 1] x [0, 1]. 
因为 级 数 127" — 1, 显然 , 对 每 个 t+, 0 < x(t) < 1.0 € yt)<1. 因 此 G 
是 [0,1] x [0,1] 的 子 集 . 剩 下 来 还 要 证 明 (a,b) € [0,1] x [0,1] 时 (a,b) € G. 为 此 ， 
我 们 把 a. b 表示 为 二 进位 小 数 , 即 设 | 
m L bn 
a -— jn" ba 5 2n" 


Ha, 5b, 都 是 0 或 1. $ 


其 中 Gn-1 = Wy Cg = ba (n = ] 2, J: 
HH 25237 — 1, HA 0< c<1. 我 们 将 证 明 z(c) = a. yle) — b. 
如 果 我 们 能 证 明 
g(3*e) = ckHl， k=0,1,2,.. (1) 
成 立 , 那么 就 有 
gia 9 C) = €24—1 = Qn; g(32 c) = Cn = bni 
而 这 就 会 使 我 们 得 到 ) =a, yle) =b. 为 证 (1), 设 
Cn > 
e20 3n— g t2 P 3n- = ( 某 个 偶数 ) + dk, 


n-l n=k+1 


HP dy —25 7. Cnt. HOM g 的 周期 是 2, 故 
g(3*c) = g(dh)， 


当 Ck+1 = 0 时 、 有 
0xd, «2 » 37^ = 1/3, 


因此 g(dx) = 0, (1) 对 这 种 情形 成 立 . T ME 1 有 ckp = 1. 而 此 时 有 
2/3 < dy < 
因此 gld) = 1. 这 样 , (1) 对 各 种 情形 都 成 立 . € 
第 二 例 下 面 的 构造 法 属于 赵 明 方 061, 
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我 们 在 闭 区 间 [0,2] 上 定义 函数 


1 
0 OSS a; 
3 
1 1 
"m ls - 
6t — 2, 3 <ta 7 
4 
1, l ejgi 
2 6 

et) - 11 5 5 
A -[6——A]|]t-ZA-4, z«t«l 

«( : ji £ 

4 
2, Lats s, 
3 

4 
—3t + 6, 3 «6&2 

其 中 A 为 闭 区 间 [0,36| 上 的 任 一 实数 . 显然 , y(t) 在 (—oo, oc) 上 连续 , H. 0 < 


e(t) € 2. 
现在 我 们 定义 两 个 函数 如 下 : 
42n 1 427 
iur 30. s er") 
s= -——Z2—^. 0-2, — (2) 
n-l 


这 两 个 级 数 在 (00, +00) 上 都 是 一 致 收敛 的 . 又 级 数 的 每 “项 都 是 连续 的 , 故 其 和 
函数 z(t) 与 y(t) 也 在 全 数 轴 上 连续 . 
下 面 我 们 证 明 曲 线 
gs), 
y = y(t), 


通过 单位 正方 形 [0,1] x [0,1] 上 的 每 一 点 . 


首先 , 显然 有 0 € z(t) € 1,0 € y(t) € Lt € (oo, oc). WE (a, b) Æ (0. 1] x [0,1] 

上 的 任意 一 点 , 我 们 要 证 明 存 在 点 c, 使 
Zz(c) =a, y(c) =b. (3) 

为 此 , 我 们 把 a,b 二 数 用 三 进位 制 表 出 : 
a= E, b-Y us (4) 


n-l1 nl 
其 中 as, 是 0,1,2 三 数 中 之 一 . 
4 c- 37 fa, 此 处 czn_1 = an, Con = bn. 显然 , 0 < c 和 1. 现 证 c 满足 
条 件 (3) 
把 4x+lc/3 改写 为 


4 4 : Cn _ $ Cn 2 Cn 
9 3 4 .c=2. 4 DM LEM 3. 4n—* 


= ( 某 一 偶数 ) 十 dk (k=0,1,2,.…), 
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实 分 析 中 的 反例 [13.18] 
其 中 d, 2 2Y775., 95:5. 因为 p(t) 是 以 2 为 周期 的 函数 , 故 
4^1 
M ccce 
下 面 我 们 证 明 
4^1 
Y 3 e) = ec (k —0,1,2,---). 
E Cki = (0, 则 有 0 < dk 


T)» = 
若 ckp = 1, WA $ <de «ic 
E ka 2, WA 1<d<1+4 


2 2. 因而 o(d) = 1, BI (5) 成 立 . 
co 1 
n=2 4" = 
种 情况 , 我 们 已 证 明了 (5) 成 立 . 从 而 有 


4 , 从 而 有 pldi) = 2. 由 以 上 三 


42n— il 
P ( 3 e) = C2n—] = ün, 


(5) 
1 nut. (dy) = 0, 即 此 时 (5) 成 立 
) 1 
24" 一 


由 (2), (4), 


p =t; yle) = b: 
这 样 , 我 们 就 证 明了 曲线 (2) 是 充实 空间 的 曲线 . 由 入 在 区 间 [0,86] 上 的 任意 性 
也 说 明了 充实 空间 的 曲线 是 无 穷 多 的 . 
第 三 例 下 面 的 构造 法 属于 Liu Wen 106 
分 区 间 [0,1] 为 10 个 相等 的 子 区 间 


ôk = [k/10, (k + 1)/10], k=0,1,...,9. 
i f.g 是 区 间 [0,1] 上 的 实 值 连续 函数 , 满足 下 述 条 件 

(i) 

0, 
f(t) = 


t € ĝı U ĝ3 


0, t € ði U ôs, 
g(t) = 
1, t€ógUó. 
(ï) f(0) = f(1) 


1, 
.g(0) = g(1). 
记 作 fg. 


t € 03 U 07. 
然后 周期 性 地 扩张 f g 到 (—oc.oc) E, dll TER RU PT ESSE ERR, 仍 分 别 


ra=, y(t) = Y sco 
证 


k=1 ^ 


0ct«l1 
y = y(t). 
是 充实 单位 正方 形 的 曲线 . 事实 上 , E z,y 为 [0.1] 中 的 任意 实数 , 其 二 进位 表示 
式 为 


工 二 0.z172-…Tk… ,各 个 z= 二 0 或 1 
y = 0.yiya Vk… ,各 个 ye = 二 0 或 1. 
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l, sk =0 H ýp = 0, 
tk =0. H yk- = I, 
ry =1 H yk = 0, 


y rp 


mg 1l ELgy-—L 
设 t 的 十 进位 表示 式 为 

t = Otita stes, 
由 定义 直接 推 知 z — y(t), y = v(t) 成 立 , 故 曲线 


| x = Xt), 

y = Y(t) 

通过 单位 正方 形 的 每 一 点 . 

19'. HR? 内 的 一 条 简单 弧 , 它 在 平面 上 的 投影 成 为 一 个 三 角形 @. 

第 一 步 : 先 作 出 区 间 [0, 1] 到 等 腰 直 角 三 角形 上 的 连续 映射 . 

取 闭 区 间 工 = [0, 1] 及 闭 二 等 边 直角 三 角形 A, 以 下 区 间 与 三 角形 都 是 闭 的 , 不 
再 一 一 重复 . 将 I 二 等 分 为 0 = [0,1/2], 2 = [1/2. 1]. 区 间 [0,1] 的 这 个 分 解 叫 作 
第 一 级 的 分 解 , 而 区 间 [0, 1/2] 与 (1/2, 1] 叫 作 第 一 级 的 区 间 . 如 将 每 个 第 一 级 的 区 
间 各 个 二 等 分 , 即 得 到 四 个 第 二 级 的 区 间 Zoo. Toi. o hi, 这 形成 了 区 间 [0, 1] 的 第 
二 级 的 分 解 , 以 下 类 推 . n 级 的 分 解 是 由 2" 个 区 间 Dus, (ido, ,in = 0 3X 1) 
所 组 成 , 其 各 个 之 长 都 是 1/27. 


边 直 角 三 角形 Ao 与 Al. 这 就 是 第 一 级 的 三 角形 ; 它们 形成 了 最 初 三 角形 A 的 第 
一 级 分 解 . 如 前 法 , 分 Au 为 Ao, Ao; 分 Al 为 Ai, A. 一 般 说 来 , 对 任意 n 得 
到 2" 个 n 级 三 角形 Ani ili do, is = 0 x 1). 

由 我 们 的 作法 可 见 , 恒 有 Dus D Dau 以 及 Anin D Nass 

其 次 , 因为 五 的 长 等 于 1/2", 所 以 当 n 趋向 于 无 穷 时 其 长 趋 近 于 零 . 也 
容易 看 出 , 三 角形 Arna 的 直径 当 n 趋向 无 穷 时 也 趋 近 于 零 . 由 此 可 见 : 

(1) 如果 对 任意 的 n, 我 们 用 P, 表示 一 个 n 级 三 角形 , 或 者 表示 两 个 互相 毗连 
的 n 级 三 角形 之 并 , 则 当 n 趋向 无 穷 时 , 已, 的 直径 趋 近 于 零 . 

我 们 还 需要 这 种 作法 的 下 列 性 质 , 这 是 不 难 证 明 的 (用 对 照 n 的 归纳 法 ): 

(i) 如 果 两 个 级 区 间 ai 与 I4, 具有 共同 端点 , 则 三 角形 Anin 与 
Aj,..5, 以 一 共同 边 互 相 毗 连 . 

现在 假设 上 是 区 间 [0,1] 的 任 一 点 , 对 每 个 级 的 数目 n, 或 者 有 包含 点 t 在 内 
的 唯一 的 n 级 区 间 .i,, 或 者 就 有 以 点 t 为 其 共同 端点 的 两 个 区 间 五 与 

外 这 个 简单 弧 能 够 充当 完全 不 漏 雨 的 “屋顶 ”. 
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Lj,..5,. 在 前 一 场合 , 用 P(t) 表示 三 角形 Ai , 在 后 一 场合 , 用 Palt) 表示 两 个 
三 角形 Aga, 与 Ajoj 之 并 , 这 时 由 (ii) RUCH Alti. 容易 看 出 
Pilt) 2 PRI) 3 :5« 5 P) DD ier (1) 
RET i) 可 知 , 一 切 Palt) 之 交 是 由 唯一 的 点 而 成 , 我 们 记 其 为 f(t). 
这 样 一 来 , 就 得 到 了 区 间 [0, 1] 到 三 角形 A 内 的 映射 . 
我 们 首先 证 明 , 这 个 映射 是 在 整个 三 角形 人 上 的 映射 . 事实 上 . 假设 x 是 三 
角形 A 的 任 一 固定 点 . 试 取 我 们 的 三 角形 的 任何 一 个 序列 


Ma DB ui Dr Dd 2 t9. (2) 

但 有 一 个 条 件 , 即 x 含 于 此 序列 的 每 个 三 角形 An in 之 间 (对 某 些 点 r, 这 样 的 序 
列 是 唯一 确定 的 , 但 对 某 些 点 则 不 然 ) 序列 (2) 对 应 着 序列 

li; 244 250 Dlad, 2-5, (3) 


个 序列 定义 唯一 的 点 上 E [0,1], 此 点 即 是 一 切 区 间 (3) 的 交点 , 并 且 由 我 们 的 作 
法 容易 看 出 , 对 任意 的 n 必 有 


Ni sd, C Pt). (4) 
由 于 " 

门 Airin = T, 

n=l 
因此 , 据 (4) 以 及 NAX Palt) 仅 由 一 点 组 成 这 一 事实 , 就 能 推 知 , x = no Plt). 
Bl x — f(t). 


最 后 , 我 们 要 证 明 映 射 了 在 任意 点 to € [0,1] 都 连续 . 假设 
to = f (to) = N Pa(to), 
n=l 


则 对 任意 的 = > 0, 存在 如 此 的 n, 使 
P, (to) C U (zo, €), 
这 里 , U (xo. e) 代表 以 ro 为 中 心 , e 为 半径 的 开园 盘 . 我 们 选 出 此 n. 于 是 点 如 或 
者 属于 唯一 的 区 间 .i,, 或 者 就 属于 两 个 n 级 区 间 Lassus 与 万 六 ,在 前 一 场 
合 , 假定 I" = 五 在 后 一 场合 , 用 IL 表示 形成 两 个 区 间 Dus 与 Dag, 之 并 
的 那个 区 间 , 并 用 7 表示 自 to 至 区 间 I5 最 近 端点 的 距离 . 这 时 对 与 to 之 距离 小 
F n 的 一 切 te [0,1], A Palt) C P. (to). 这 就 等 于 说 
|f (to) 一 jb < e. 
得 所 和 欲 证 . 
第 二 步 : 作出 R3 中 具有 所 需 性 质 的 简单 弧 . 
在 三 维 空 间 Ozizaza 的 平面 za = 0 上 取 二 等 边 直角 三 角形 A. 并 使 区 间 
0 < t+ < 1 连续 地 映射 于 其 上 (参看 第 一 步 的 结论 ). 我 们 把 这 个 映射 矿 写 成 两 个 连 
xı = Pi(t), z2 = p2(t) 
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的 形式 , 其 中 x1 = gp1(t) 与 za = polt) 是 三 角形 A ff x = f(t) 的 两 个 坐标 . 

如 对 区 间 0 < t < 1 的 点 t, 使 三 维 空间 中 具有 坐标 zl = pi(b,za = polt), 
rs 二 了 的 点 x 与 之 对 应 , 这 样 就 得 到 区 间 (0, 1] 到 某 简单 弧 上 的 同 胚 映射 (曲线 
zi = qu(t), v2 二 yp2(t),x3 = t 是 简单 弧 , 因为 当 t Æ to BT, (pi1(t1),p2(t1),t1) Z 
(1 (t2). 92(t2),t2)). 此 简单 弧 在 平面 zs — 0 上 的 投影 就 是 三 角形 A. 

利用 第 一 步 的 结论 而 构造 具有 所 需 性 质 的 简单 弧 , 这 最 初 是 由 JEysum 所 作 的 . 
20. [0,1] 到 [0,1] 上 的 一 个 连续 映射 , 每 个 值 取 的 次 数 不 可 数 . 

例 17 和 例 18 的 充实 空间 曲线 的 每 个 参数 函数 z(t) 和 y(t) 都 具有 这 个 性 质 . 
21. Cantor 曲线 、Jordan 曲线 和 平面 上 连接 区 域 的 边界 , 这 三 个 概念 两 两 相 异 . 

关于 平面 曲线 , 除 Jordan 的 定义 外 , 常用 的 尚 有 下 面 两 种 定义 : 其 一 是 , 任何 
一 个 没有 内 点 的 连续 点 集 都 叫 作 Cantor 曲线 ; 男 一 是 , 连接 区 域 的 边界 叫 作 平面 曲 
A. 我 们 将 指出 , 这 三 种 平面 曲线 的 概念 两 两 相 异 . 

(i) 一 条 Jordan 曲线 , 它 既 不 是 Cantor 曲线 , 也 不 是 区 域 的 边界 . 

例 17 和 例 18 中 的 充实 空间 的 连续 曲线 是 Jordan 曲线 , 由 于 它 有 内 点 , 因而 
它 既 不 是 Cantor 曲线 , 也 不 是 区 域 的 边界 . 

(i) 一 条 Cantor 曲线 , 它 不 是 Jordan 曲线 . 

M-—ilerec0,0e«selN, $ 

y = sin(1/r); 

而 当 x= 0 时 , 规定 y 是 Oy 轴 上 的 闭 区 间 [—1, 1]. 

易 见 , 适合 上 述 条 件 的 (n, y) 的 全 体 所 成 之 集 M 是 一 个 没有 内 点 的 闭 集 . 

兹 证 , M 是 一 个 连通 的 点 集 . 事实 上 , 假如 不 然 , 那么 M 就 可 以 分 解 为 两 个 财 
E Mi 与 M2 的 并 集 : 

M=M UM, MNM=%, M8, M8. 
设 zl > 0,(z1,Vy) € Mi, 那么 当 |h| 其 小 时 , 一 切 点 
(xı + h, sin 1/(z4 + h)) 
都 属于 Mi, 所 以 在 y 轴 右 方 的 , M 中 的 一 切 点 都 属于 Mi: 同样 可 证 M 的 点 在 y 
轴 左 方 的 话 , 它 必 属于 Ma. M 在 y 轴 上 的 一 切 点 : 
z—0, -Lys L 


M 是 一 个 没有 内 点 的 连续 点 集 , 即 M 是 一 条 Cantor 曲线 . 
兹 证 . M 不 是 Jordan 曲线 . 事实 上 , 假如 M 是 Jordan 曲线 , 那么 就 应 该 有 连 


ERZ x = plt), y = v(t) (a <t € b), M J& (e(t). v(t)) 的 全 体 . 假如 [a,to] 对 


向 于 to 和 上 + 大 于 而 趋向 于 三 时 , 只 得 着 两 个 点 (yp(t0), w(to)) 和 (y(t1), v(t1)). 
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不 成 一 个 区 间 [一 1, 1], 此 为 矛盾 . 因此 , M 不 是 Jordan 曲线 . 
(iii) 一 个 区 域 的 边界 , 它 不 是 Jordan 曲线 . 
设 有 平面 区 域 G, (x,y) 是 G 中 任意 一 点 , G 含有 三 种 点 : 
第 一 种 点 : 0 < x < 1,sin(1/£) < y < 2: 
第 二 种 点 : x = 0,1 <y<2; 


G 的 边界 c 含有 曲线 y = sin(1/z) (0 < x < 1) 和 五 直线 段 : 

r-—l,smmiiegysz2 d1ezmrysly-23 

r= —1,—1 < y S 2; 1xrc«0,y—-1l; 

t=0, -1K yx 2 
易 见 , c 不 是 Jordan 曲线 . 

(iv) 一 条 Cantor 曲线 , 它 不 是 某 个 区 域 的 边界 . 

我 们 从 一 个 正方 形 内 去 掉 可 数 多 个 相互 分 离 的 开 圆 盘 , 它们 是 在 这 正方 形 内 处 
处 稠密 地 分 布 着 , 并 且 这 些 圆 盘 的 圆周 是 互 不 相交 也 不 和 正方 形 的 边 相 交 (参看 图 
28), 则 正方 形 的 边界 及 内 部 的 余 留 部 分 , 便 是 一 条 Cantor 曲线 . 然而 , 它 绝 非 是 某 
个 区 域 的 边界 , 也 不 是 Jordan 曲线 . 


图 28 


例 10 中 的 Sierpiński 连续 点 集 都 是 Cantor 曲线 , 它们 不 是 某 个 区 域 的 边界 . 

(v) 一 个 区 域 的 边界 , 它 不 是 Cantor 曲线 . 

i E Æ [0,1] 中 的 Cantor 三 分 集 , 令 

F ={(z,y):x€ E,0<y <1}, G= RNF. 

易 见 , 是 闭 集 , 从 而 G 是 开 集 . X, G 是 连通 的 . 因此 , 它 是 一 个 区 域 . 由 于 G 的 
边界 F 不 是 连通 的 , 因而 它 不 是 Cantor 曲线 . 

综 上 所 述 , 我 们 得 知 Cantor 曲线 、Jordan 曲线 和 平面 上 连接 区 域 的 边界 , 这 
三 个 概念 两 两 相 异 . 
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22. 不 可 求 长 的 简单 弧 . 


设 


f(x) = l: cos(/2r, 0<zg1, 


0, q=, 


+ Wa L osr 1 3 e 
EL En lcosm — —cos-m na 
2 3 2 3 

1 2 1 2 

+ (z: — o) T 各 cosmm -0cos0】 

2n 2n 


从 而 得 到 
s = sup s(A) = 十 oo. 


也 就 是 说 , f(x) 的 图 形 是 一 条 不 可 求 长 的 简单 弧 . 
23. 不 可 求 长 并 在 每 一 点 都 有 切线 的 简单 弧 . 
设 
z?sin(l/z?, O0«zr«l, 
0; gi x, 
则 f(x) 在 [0,1] 上 处 处 可 微 , 故 f(x) 的 图 像 在 每 一 点 都 有 切线 . 然而 , 如 同 例 22 
一 样 , 容易 证 明 , 它 的 长 度 是 无 限 的 . 
24. 每 两 个 不 同 点 之 间 的 弧 段 长 度 无 限 的 简单 弧 . 
闭 区 间 上 处 处 连续 而 又 无 处 可 微 的 任何 函数 f, 其 图 形 都 有 所 要 求 的 性 质 , 因 
为 , 如 果 它 在 某 两 个 不 同 点 (o, f(a)) 与 (8. £(8)) 之 间 的 弧 段 长 度 是 有 限 的, 那么 
f(x) 在 [a, 8) 上 应 当 是 有 界 变 差 的 函数 , 从 而 它 在 [a, 8] 上 几乎 处 处 可 微 , 此 为 
25. [0,1] 上 的 一 个 递增 的 连续 函数 (n), 它 所 对 应 的 曲线 之 长 不 能 用 (L) 积分 
万 1 十 [AP(z)]2dz 来 表示 . 
ik 互 是 Cantor 三 分 集 , 对 于 任何 x € E, i 0.aiazas :… 是 它 的 三 进位 小 数 
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展开 式 , 其 中 an = 0 或 2,m = 1,2,… ,再 设 
f(r) 9,212298... 
. 2 22 
此 刻 则 将 右 端的 展开 式 理解 为 用 数码 0 和 1 表示 的 二 进位 小 数 展 开 式 显然 , 在 
映射 f 之 下 , EWR f(E) 是 [0,1] 的 子 集 . 现 证 f(E) = [0.1]. 为 此 , 我 们 任 取 
y € (0. 1], 并 把 它 写成 二 进位 小 数 展开 式 
y = 0.bib2bg3 . 
TR 
x = 0.(2b1)(2b5) (253) - -- 
( 按 三 进位 制 估 值 ) 是 E 的 一 个 点 , 使 得 f(x) = y. 
容易 看 出 , 在 映射 S ZF, E 的 两 个 不 同 点 zi 与 za 具有 相同 的 像 点 , 当 且 仅 
当 它们 有 具有 形式 
zı 三 0.alaz…':an2000.:， 及 zə —0.a1823-::a,0222--.. 
此 时 它们 的 像 是 
Taja 02 me. 5- 1000---- 及 f(x2) = 05. onn 
因而 fle) = f(z2). 换 句 话说 ,f(z1) = f(z2) 当 且 仅 当 zi 与 za 是 在 构造 E 时 
从 [0, 1] 删 去 的 开 区 间 (ai, 8;) 的 端点 . 在 开 区 间 (ai, Bi) 内 , 就 令 f(x) 等 于 它 在 
端点 的 值 . 于 是 , f(x) 是 定义 在 [0.1] 上 的 一 个 函数 . 
兹 证 , f 是 递增 函数 ， 其实, 只 要 考察 在 E WA z 就 可 以 . 分 别 令 zz € E 
的 三 进位 小 数 展开 式 为 
x = Qaia e zm" 0.310203 è , 
H. x" >x. 此 时 , UEFE n, fili a^, =al, (m <n), m a, <a, T3&, 由 的 定 
义 可 得 


1 / H Hn 
Aan ELS go 8182 .. e fig 
dinh SD =) 


再 证 f 是 连续 的 . 也 只 考察 E 中 的 点 即 可 . Æ or" 一 Wf n Bl v" — 2 
而 增 大 , 并 且 a^, — a7 (m < n), IVA f(a”) 一 f(x’). 
由 上 所 述 , f 是 [0,1] 上 递增 的 连续 也 数 , 从 而 可 以 用 公式 
E lim s(A; m, f) 
来 求 曲 线 f(x) 的 长 度 s (参看 本 章 的 引言 ). 取 顶 点 在 (0,0), (1, 1) 及 (ai, 8;) 的 端 
点 对 应 的 曲线 上 的 点 所 成 的 折线 , 这 里 (ai, B;) 为 构造 Cantor 三 分 集 时 前 n. 步 删 
去 的 开 区 间 . 它 的 水 平 边 长 是 


> (6 一 上 il) = y» "3?7=1= (5). 


i p=1 


， 2 2n] 2 
(279^ qug 92 —9-7^ | 3 ($) | g 


每 个 斜 边 长 是 
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斜 边 共 2^ 个 , 即 作 Cantor 三 分 集 时 第 n 步 所 剩 闭 区 间 的 数目 .要 求 的 折线 的 总 
长 是 


Bl s. 
男 一 方面 , 当 rEE 时 . f'(r) — 0, 所 以 
vl-c[f'(z)?-1 
在 [0.1] 上 几乎 处 处 成 立 , 从 而 Lebesgue 积分 
1 
y V 1l-c [/'(z)dr = 1, 
0 
它 并 不 等 于 f(x) 在 [0.1] 上 所 对 应 的 曲线 的 长 度 s = 2. 
ik 假如 z = plt) y = w(t) 在 [a.b] 上 可 微 , 那么 当 v'(t),v'(t) TE [a.b] 上 
(R) 可 积 时 . 就 可 用 积分 


* Vig P +W (opa (1) 
来 求 e(t). v(t) (a < t « b) 所 对 应 的 曲线 的 长 度 (参看 [8], pp.268— 269). 
还 可 证 明 , 公式 (1) 成 立 (在 (CL) 积分 意义 下 ) 的 充 要 条 件 是 : x = olt) y = v(t) 
都 是 [a.b] 上 的 绝对 连续 困 数 . 
26. 一 个 有 界 变 差 函 数 , 使 lims_ os(A) — s 不 成 立 . 
下 面 的 例子 是 由 Schoenflies 作出 的 . 
在 区 间 [0.1] 上 定义 函数 f n b: 
1/2^, x= (2v + 1)/2”, 
f(x) = l 
0, rz (2v +1)/2”, 
XE, v= 0,1,2, 20i — lin = 1.2,3,--. .我们 采取 分 法 
0= rg «& mi «x a= l; 
其 中 x; 均 不 等 于 形 如 (2v + 1)/2" 的 点 , 因此 , fle) = 0, 从 而 


k 
Tad 1 


Ci ca! D) — 
i=l 


由 此 可 见 


lim s(A) < 1. 
4 一 0 


m 一 方面 ， 若 取 分 法 : Xo = 0, x1 = 1/2, £2 zl, 则 


PEZ 2 E 
TI 


lim s(A) » 1. 
0 一 0 
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所 以 lims—o s(A) 并 不 存在 . 

但 因 f 显然 是 [0,1 上 的 有 界 变 差 函数 , 所 以 它 所 对 应 的 曲线 是 可 求 长 的 ( 参 
看 本 章 的 引言 ), 其 长 度 是 2. 证 明 如 下 : 

任 取 分 法 A, 对 应 一 个 正 整 数 N, 使 得 


另 一 方面 , 任 给 => 0, HUN 相当 大 ， 使 


Do 


+ E 
wg 
n=N+1 
在 点 z= (2v + 1)/2” (n = 1,2,--- , N) 两 旁 距 e/[S(2N — 1)] 取 点 , 以 这 两 种 点 构 


成 了 分 法 Ao 的 分 点 . 于 是 
| " E udis N € 
ct 2(2 eH zs 40 ose] 


因此 , s = supa aA) =, 
27. 一 个 不 连续 函数 , T lims—oslA) = 


设 
0, Ocz«1/2, 
saf 


1, sash, 
易 见 , s = lims_,o s(A). 

注 若 可 求 长 曲线 y = f(z) 在 [a,b] 上 连续 , 那么 曲线 之 长 s = limso s(A). 
例 26 说 明了 要 使 s = lims os(A) 成 立 , 函数 的 连续 性 的 条 件 是 去 不 得 的 , 即使 
对 有 界 变 差 函 数 而 言 , 情况 也 是 如 此 ， 例 27 则 说 明了 函数 的 连续 性 也 不 是 s = 
lims_0 s(A) 成 立 的 必要 条 件 . 

28. 单位 正方 形 内 的 一 条 简单 弧 , 其 平面 测度 可 以 任意 接近 1. 

在 例 17 和 18 中 已 经 看 到 , 充实 单位 正方 形 工 = [0,1] x [0, 1] 的 曲线 不 可 能 是 
简单 弧 ; 出 于 同样 的 理由 , 每 个 简单 弧 在 平面 内 都 是 无 处 稠密 的 . 这 就 似乎 , 简单 弧 
不 能 占有 I“ 太 多 的 地 方 ”. 特别 是 , 它 不 能 占有 几乎 全 部 I, 因为 , 如果 了 内 的 一 
简单 弧 的 测度 等 于 1, 它 将 在 工 内 稠密 , 又 作为 闭 集 它 将 等 于 1. 然而 , 一 个 简单 弧 
具有 正 的 平面 测度 却 是 可 能 的 . 实际 上 , 如 果 e 为 0 到 1 之 间 的 任 一 正 数 , 存在 着 
一 条 平面 测度 大 于 1 -es 的 简单 弧 . 例如 , 美国 数学 家 Osgood (1864—1943) JH T 
一 个 线性 测度 大 于 VI =E 的 Cantor 集 构造 出 一 个 平面 测度 大 于 1 — e 的 简单 弧 . 
细节 参看 [121]. 
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29. 有 共同 边界 的 四 个 两 两 不 相交 的 平面 区 域 . 

设想 大 海中 的 一 个 岛屿 , 岛 上 有 三 个 湖沼 , 并 且 想象 如 次 的 工作 程序 . 在 第 一 小 
时 内 自 海 及 这 三 个 湖沼 的 每 一 个 开 辫 运河 , 要 求 各 运河 都 是 “ 讶 端点”( 实 际 就 是 各 
水 源 的 弯 流 ), 使 这 些 运河 彼此 不 相连 接 , 并 且 要 求 经 过 一 小 时 的 工作 , 使 陆地 上 每 
点 到 达 海 水 , 以 及 到 达 三 湖沼 的 每 个 的 湖水 之 距离 统统 小 于 1 公里 . 在 以 后 半 小 时 
内 , 所 开 羡 的 四 条 运河 继续 延长 , 仍 要 所 有 这 些 运河 保持 为 育 端 , 彼此 不 相连 接 , 并 
且 陆 地 上 每 点 到 达 此 水 源 之 水 的 距离 统统 小 于 1/2 公里 .在 这 以 后 四 分 之 一 小 时 
内 , 运河 延长 的 更 远 , 仍 要 彼此 不 通 , 它们 深入 了 这 个 岛屿 , 其 “密度 ”使 陆地 上 每 
点 到 达 这 四 个 水 源 之 水 的 距离 统统 小 于 1/8 公里 , 以 下 类 推 . 经 过 这 么 样 的 两 小 时 
的 活动 , 岛 同 上 这 才 有 了 在 平面 上 无 处 稠密 的 某 连 续 点 集 C. 在 其 每 点 的 任意 邻 域 
内 都 有 四 水 源 之 每 个 的 水 , 并 且 所 有 这 些 水 源 ( 海 及 湖沼 ) 仍然 彼此 分 离 , 也 就 是 其 
中 任何 两 种 的 水 也 不 混合 . 这 些 水 源 (由 其 已 被 开 辫 的 运河 而 延长 ) 就 是 那样 的 四 
个 区 域 , 连续 点 集 C 形成 了 它们 的 共同 边界 ; 这 些 区 域 中 之 一 (sig) 不 是 有 界 的 
而 其 余 三 个 则 是 有 界 的 . 
30. 与 自己 的 闭 包 的 内 部 不 同 的 平面 区 域 . 

设 

S = {(x,y) : £? +y? <1}\ ([0, 1] x {0}), 
Bl S 是 一 个 有 裂纹 的 圆 盘 . 于 是 
S= ((r,y):a24? € 1), 

ii S 的 内 部 (S)? = ((r y) :x? +y’ « 1j. 

注 ”因为 每 个 Jordan 区 域 都 等 于 它 自己 闭 包 的 内 部 (参看 [118], p.477). 所 以 
S 是 一 个 非 Jordan 区 域 的 区 域 . 后 面 的 例子 将 要 指出 , 并 非 每 个 等 于 自己 闭 包 内 部 
的 区 域 都 是 Jordan 区 域 . 


31. 与 自己 的 闭 包 的 内 部 相等 的 非 Jordan 区 域 . 

i E 为 例 29 所 定义 的 四 个 区 域 中 的 任何 一 个 . 因为 连续 点 集 C 是 四 个 两 两 
不 相交 的 区 域 的 共同 边界 , 故 由 Jordan 曲线 定理 可 知 , 这 四 个 区 域 中 的 任何 一 个 都 
不 是 Jordan 区 域 . 

另 一 方面 , 我 们 即将 证 明 , E 等 于 它 自己 的 财 包 的 内 部 . 首先 , 因为 EC E, E 
又 是 开 集 , 所 以 E = E? c (E. 然后 , 我 们 希望 证 明道 包含 关系 : (E) = (EU 
Cy c E. 如 其 不 然 , 就 要 有 C 的 一 个 点 p, 它 是 EUC 的 内 点 . 但 是 这 意味 着 , 有 
p 的 一 个 邻 域 N 位 于 EU C 之 内 , 因此 不 包含 另外 三 个 区 域 的 点 , 这 与 C 中 每 一 
点 的 任 一 邻 域内 存在 四 个 区 域 中 的 点 相 予 盾 . 
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32. 边界 的 测度 为 正 数 的 有 界 平面 区 域 . 
设 4 为 [0.1] 内 的 一 个 具有 正 测度 的 Cantor 集 , 又 设 
R = ((0,1) x (-1,2) X (A x [0, 1)). 
那么 R 是 一 个 区 域 , 并 且 R 的 边界 是 
= ({0} x [-1.1]) U (11) x [-1. 1) U (A x [0, 1)) 
U((0,1) x (1) U ((0,1) x {-1}), 
因此 mF(R) 9 m(A x (0,1)) 2 mA » 0. 
显然 . R 不 是 Jordan 区 域 ((R)9 Æ R). 例 37 将 看 到 一 个 Jordan 区 域 . 其 边 
界 有 正 的 平面 测度 
33. 图 形 为 不 可 测 平 面 集 的 单 实 变 实 值 函数 . 
设 为 例 15 中 的 不 可 测 平面 集 . 在 R* 上 定义 函数 如下: 
max{y : (x,y) € E}, {y : (x,y) € E} # Ø, 
aeS 0, {y :(z,y)e E} = Ø. 
WE = { (z, f(x)) :x € RI} A E, E: = E \ E. 于是, E, 与 E 必定 有 一 个 (或 者 
两 个 都 是 ) 不 可 测 集 , 因为 它们 的 并 集 是 E. 如 果 E, 不 可 测 , 那么 f mE 
F — tw, flo) sw € R!) 
是 El Hb 轴 的 一 个 子 集 的 并 集 ; 因为 后 者 的 平面 测度 为 零 , 所 以 不 可 测 . 如 果 
E, 不 可 测 , 对 于 x € R! 定义 函数 g 如 下 : 
min{y : (x,y) € E}, {y: (x,y) € E) 由 两 个 不 同 点 组 成 ， 
0, 其 他 情况 


g(x) = 


这 时 , g 的 图 形 
= ((z,g(z) :x € R!} 

是 ES 和 z 轴 的 一 个 子 集 的 并 集 , 因而 是 不 可 测 的 . 于 是 , 用 某 种 方法 , 图 形 为 不 可 
测 平面 集 的 函数 总 是 存在 的 . 
34. 没有 面积 的 有 界 平面 集 . 

单位 正方 形 内 , 两 个 坐标 都 是 有 理 数 的 点 的 集合 

S = (2 n [0,1]) x (2 N [0.1]) 

没有 面积 , Hop 2 为 全 体 有 理 数 , 这 是 因为 S 的 边界 F(S) 的 面积 不 等 于 零 (E 
F(S) 是 单位 正方 形 本 身 , 因此 , 它 的 面积 等 于 1)，5 的 外 面积 是 1, 而 它 的 内 面积 
是 0. 
35. 没有 面积 的 紧 平面 集 . 

ik 4 是 [0.1] 中 具有 正 测度 = 的 Cantor 集 , BE S = A x [0,1]. 易 见 ,5S 是 
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一 个 紧 的 平面 集 , F(S) = S. 因此 , F(S) 的 平面 测度 就 等 于 A 的 线性 测度 : 
mF(S) — mA x m[0,1] 2 mA — e. 
由 于 FF(S) = 5 是 一 个 紧 集 , 所 以 它 的 外 面积 等 于 它 的 测度 , 因而 是 正 数 e. 然而 ,5 
的 内 面积 等 于 零 . 所 以 5 没有 面积 . 
36. 没有 面积 的 有 界 平 面 区 域 . 
例 32 的 区 域 R 有 界 , 因为 它 的 边界 具有 正 的 平面 测度 , 所 以 它 没 有 面积 . 
37. 没有 面积 的 有 界 平 面 Jordan 区 域 . 
i e 为 小 于 1 的 正 数 , 再 设 4 是 位 于 单位 正方 形 [0,1] x [0,1] 内 的 一 个 简单 
弧 , 其 平面 测度 大 于 1- = (参看 例 28), 表示 这 条 有 曲线 的 函数 是 
r-—qq(t, y-—w(t) (0xtx 1). 
我 们 注意 , 这 个 简单 弧 是 用 这 样 一 种 方法 构造 出 来 的 , 它 包 含 了 积 集 E x E, 其 中 
E & [0,1] 中 的 Cantor Æ, 其 线性 测度 大 于 V1— = (参看 [121]). 因此 , 这 个 简单 
弧 通过 点 (0,0) 和 (1,1). 
设 C 是 由 4 与 三 个 直线 段 (0) x [76,0]. (1) x [76,0] 和 [0,1] x {~£} 组 成 
的 简单 闭 曲线 , 再 设 R 是 以 C 作为 边界 的 有 界 区 域 . 于 是 , R 是 一 个 Jordan Kik, 
而 它 的 边界 有 外 面积 , 其 值 大 于 1- e> 0, 从 而 R 没有 面积 . 


38. 一 条 简单 闭 曲 线 , 它 的 平面 测度 比 它 围 成 的 有 界 区 域 的 平面 测度 还 要 大 . 
设 c 5 m 是 例 37 所 定义 的 曲线 和 区 域 , m 代表 Lebesgue 平面 测度 , 那么 
m(RU C) — mR t mC € 14 e. 
因为 mC > 1— e, 所 以 有 


mR < 2e. 


Me c 1/3 时 , R 的 测度 就 小 于 C 的 测度 . 与 此 同时 , RA C 的 测度 能 够 分 别 使 之 
任意 接近 0 和 1. 
39. 一 个 曲面 , 它 的 内 接 多 面体 的 面积 不 收敛 于 它 的 面积 . 

下 面 的 例子 属于 Schwarz L141. 

考虑 一 个 半径 为 1, 高 为 1 的 正 圆柱 面 5S. 我 们 按 下 列 方式 在 S 内 作 内 接 多 面 
体 : 在 圆柱 面 S 上 作 n 个 等 距 间隔 (相距 为 1/n) 的 圆周 . 将 每 一 圆周 分 为 m 段 相 
等 的 圆 弧 , 并 使 每 一 圆 弧 的 端点 与 上 下 相 邻 圆周 上 圆 弧 的 中 点 对 齐 . 

考虑 由 下 列 三 角形 组 成 的 多 面体 , 这 些 三 角形 的 两 个 顶点 就 是 上 述 圆 踊 的 两 个 
端点 , 而 其 第 三 个 顶点 是 上 面 (或 下 面 ) 相 邻 圆周 上 与 此 圆 弧 中 点 对 齐 的 端点 . 

这 些 三 角形 构成 一 个 内 接 于 S 的 多 面体 Pi, 这 个 多 面体 由 2mn 个 三 角形 组 
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成 , 每 个 三 角形 的 面积 ; 


因而 P, 的 面积 等 于 


1y? r2 
A(Pmn) = 2mnsin i G) 4j (1 — GS I) | 
m | Xn m 


1 
1 2 
— 2mn sin e + Asin? EUR 
m |n? 2m 
现在 , 9 m 及 n 趋向 无 穷 大 , 则 多 面体 Pu "ESI S". 首先 我 们 注意 到 
liminf A(Pmn) 2 27, 


Tn.T.—oo 
这 是 因为 
本 
"AF AME! i w |? .不 1 T 
2mn sin — -=T 4sint — > 2mn sin — - | — |= 2m sin 一 
min 2m m n m 
及 


" "EL 
lim 2m sin 一 = 27. 
m 


moo 


其 次 , 我 们 来 证 明确 实 有 
liminf A(Pmn) = 27. 


TT — ooo 


为 此 , S m= n, W 


1 
= 2:4 T 1 区 AT 2 
A(Pmn) = 2n* sin * E + Asin x 
所 以 
Ti = 27. 


但 车 选取 与 m 相 比 足够 大 的 n, 则 我 们 可 以 得 到 任意 大 于 2r 的 极限 . 事实 上 ， 
若 选取 n = m3, 就 得 到 极限 +00, 这 是 因为 


zw 1 Lan 
A(Pmms) = 2m* sin T È + 4 sin? uH 


tole 


及 
lim A(Pnms) = +00. 


注 “上面 的 例子 告诉 我 们 , 与 曲线 弧 长 相 类 似 的 定义 对 定义 曲面 的 面积 是 不 适 
用 的 . 


0. 引言 . 
EB 中 的 点 集 , f(x,y) 是 定义 在 E 上 的 二 元 函数 , (zo,yo) 是 E 的 聚 
点 , A 是 一 定数 . 如 果 对 于 任 给 的 = > 0, WA ô > 0, 使 当 
0< y(x — zo)? + (y — yo)? < à 
H (x,y) € E Bf, 
|f(z,y)— A| <e, 


我 们 就 说 当 (x,y) F (xo, yo) 时 , 函数 f(z,y) 以 4 为 极限 (此 极限 也 称 为 二 重 
极限 ), 并 记 为 
lim f(y) = A. 


(z.y) — (xo.yo) 

1 55 RRE FH BR ER RES zz BI RT EAS S, 亦 即 若 fley) 在 (ro. yo) 有 定义 ， 
X. liM y)— (roy) A (0 y) 存在 且 等 于 f (o. yo), WER f(x,y) 在 点 (ro, yo) #40. 
Tr f(xy) 在 每 一 点 (m, y) € E 连续 , 则 称 f(z,y) Æ 已 上 连续 . 

关于 极限 的 性 质 和 运算 法 则 , 连续 也 数 的 运算 法 则 以 及 有 界 闭 集 上 连续 唤 数 的 
性 质 , 均 和 一 元 函数 的 情形 相仿 , 其 证 明 也 大 体 相同 , 这 里 不 再 更 述 . 

若 对 任 一 固定 的 y, 24 x — a 时 , f(z,y) 的 极限 存在 : 

lim f(z.y) = p(y), 

而 (y) Œ y — b 时 的 极限 也 存在 并 等 于 A. 亦 即 lim, (y) = A. MEK 4 为 


DIJF E 的 孤立 点 处 , 总 约定 f 在 该 点 是 连续 的 . 
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f(z,y) 先 对 m. Je y 的 累 次 极限 , 记 为 
lim lim f(x,y) = 
qM Ta 
同样 可 定义 先 对 y ,后 对 z 的 累 次 极限 
lim lim fm y). 


设 fle, y) 定义 在 (xo, yo) "vei 假如 
n. f (zo + pcoso, yo + psina) — 1 
存在 , 则 称 1 为 f(x,y) BEZA (cosa, sina) 的 极限 . 
若 极限 


存在 , 则 此 极限 值 就 称 为 函数 = f(x,y) 在 点 (n, y) 处 对 x 的 偏 导 数 , 记 为 9L 或 
Jes 82, us. 同样 地 ， a 就 是 极限 值 (如 果 存 在 ) 
im f — Fwy) 
Ayao 
一 般 , falz, y) 及 fy(x,y) 仍旧 是 z,y re 如 果 它 们 对 z 或 对 y 还 可 以 求 
偏 导数 , 就 称 为 原来 函数 的 二 阶 偏 导数 , 记 为 
olfr) ak o? f Ou 


In= Br 75 Wynn 
A) y PF Pu 
fe = Oy at Oy? Oy?' 
O(fz) Of Ou 
my 人 或 2.7 ; 
Əy OxOy' OxOy 
HAR) y PI u 
fyz = Or 或 yer OyOÓx' 


设 函 数 f(x,y) 定义 于 某 一 区 域内 , P(z,y) 为 这 一 区 域内 的 任 一 点 , 1 为 过 P 
点 的 任 一 有 向 线段 , VE P'(x + Ar, y + Ay) 为 这 方向 上 男 一 任意 点 , |PP'| 是 已 已 
两 点 间 线 段 的 长 度 , 令 已 沿 ! 趋向 于 PLE 
P) ~ Í (P) 
pP'—P IPP] 
存在 , 则 此 极限 就 称 为 f(z,y) 在 已 点 沿 ! 的 方向 导数 , 记 为 Y 
若 函 数 = f(x,y) 的 全 改变 量 Au 可 表示 为 
Au = f(x + Ax, y + Ay) — f(x. y) 
= AAz + BAy + O(V Aa? + Ay?), 
其 中 A, B 5 Axr, Ay 无 关 而 仅 依赖 于 zx,y, 则 称 函 数 f(x,y) 在 点 (x,y) Tt, 并 
Fk AAz + BAy H f(x,y) 在 点 (x,y) 的 全 微分 , 记 为 du 或 df (v, y), BI 
du = df (x,y) = AAx + BAy. 
容易 证 明 , 车 f(x,y) 在 点 (z,y) 可 微 , 则 fe = A, fy = B, 并 注意 , Ar = 
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dz, Ay = dy, 故 得 到 
du = f(x, y)dx + f(x, y)dy. 
下 面 我 们 再 引入 二 元 函数 的 极 值 概 念 . 
TRA f(xy) 在 点 Mo(zo,yo) 的 某 个 邻 域内 成 立 不 等 式 
f(x,y) € f(xo. vo). 
WER f(r,y) 在 点 Mo 取得 局 部 极 大 值 f (xo, yo), 点 Moro, yo) 称 为 函数 f (a, y) 
的 局 部 极 大 点 ; 类 似 地 , ATES Mo (ro, yo) 的 某 个 邻 域内 成 立 不 等 式 
f(x,y) 2 f(xo. vo). 


则 称 f(r,y) 在 点 Mo 取得 局 部 极 小 值 fo. yo). 点 Mo 称 为 函数 f(x, y) 的 局 部 
极 小 值 点 . 


极 大 值 与 极 小 值 统称 为 极 值 ; 极 大 点 与 极 小 点 统称 为 极 值 点 . 
有 关 二 元 函数 的 极限 .连续 .微分 , 极 值 的 更 多 的 材料 , 可 参看 [7], [28] 和 [141]. 
1. 两 个 累 次 极限 都 存在 而 不 相等 的 函数 . 
i 
ry 


2 q-5; s 
rz IETE CH  a4UgzóHsig25 
f(z.y) = 
0. 其 他 ， 


HF y z 0 时 恒 有 
lim f(x, y)=y—1, 


uk 
同 理 


im li Ty) — l. 
Em fos 


2. 两 个 累 次 极限 存在 且 相 等 , 但 二 重 极限 不 存在 的 函数 . 


设 
M. rig» 
f(x. y) | kd io 
f(z,y)- 


0, gy. 


易 见 

En lim f(z,y) -0, lim lim f(z; y)=0. 
因此 , f(z,y) 在 点 (0,0) 的 两 个 累 次 极限 都 存在 且 相 等 ， 然而, f (x,y) 在 点 (0.0) 
的 二 重 极 限 并 不 存在 , 因为 当 (zx,y) 沿 着 直线 y = mz (m z 0) 趋 于 (0,0) 时 ， 


lim — f(x,y) = lim f(x, mz) = lim mz? / (a? + m?2?) 
(2,y)—(0,0) r—0 r—0 


— m/(1 4 m?) #0. 
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我 们 还 可 进一步 构造 这 样 的 函数 (x,y), 使 得 limo f(z,y) = g(x) 存在 且 
关于 z 一致, lims—o f(x,y) = hly) 存在 且 关 于 y 一 致 , 又 有 
lim g(x) = im h(y), 
但 是 limis, y)— (0,0) f(x, y) 仍 不 存在 . 例如 ， 令 


fina) | ^ ORE 


0, 2 = 0， 
则 

l, usu, 

g(r) = lim f(z,y) = 
gu 0, au 0, 
1, y#0, 

h(y) = lim f(z,y) = 
ue 0, y = 0. 


这 两 个 极限 在 整个 实数 系 上 都 是 一 致 收敛 的 , 且 有 

lim 1 g(2) = lin h(y). 
然而 , 由 于 那些 任意 接近 (0,0) 的 点 当中 ， BE f 等 于 0 的 点 , 也 有 f 等 于 1 的 点 ， 
所 以 当 (my) — (0,0) 时 , f(x, y) 的 极限 不 能 存在 . 


3. 二 重 极限 存在 而 两 个 累 次 极限 都 不 存在 的 函数 . 
A 
f(x, y) = (x 4- y) sin(1/z) sin(1/y), 
则 lim, .o ysin(1/y) = 0, 从 而 
iu sin(1/z)ysin(1/y) = 0. 
因为 当 r #0 or z +l/(nr) Wf, lim, .ocsin(1/z)sin(1/y) 不 存在 ， 从 而 
lim,.,o limy Lo f(z, y) 不 存在 . 由 对 称 性 可 知 , limo limo f(z, y) 也 不 存在 . 
以 下 将 证 明 , lime) s (o,0) f(x, y) = 0. FKE, 
|f (x, y) — 0| = |z + y|| sin(1/z)|| sin(1/y)] 
< || * ly]. 
对 任 给 的 < > 0, 4 [| < €/2, |y] < £/2, H x £0 K y #0 A I| 9 |y| < e. 
从 而 有 
|f (x. y) — 0| < e. 
此 即 lim uy ;0.0) f (1. y) = 0. 
ik 由 例 2 及 例 3 可 知 , 累 次 极限 存在 与 否 和 二 重 极限 存在 与 否 , 二 者 之 间 没 
有 什么 关系 . 但 可 证 明 , 若 某 个 累 次 极限 和 二 重 极限 都 存在 , 则 二 者 一 定 相等 (参看 
[7], pp.129—130). 因 之 , 若 两 个 累 次 极限 存在 而 不 相等 , 则 二 重 极限 一 定 不 存在 . 
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4. 二 重 极限 和 一 个 累 次 极限 存在 , 而 另 一 个 累 次 极限 不 存在 的 函数 . 


A 
A 


, ££ — t), 


fey) = |: OERA EE 


则 [f(z,y)| < x] + |y], 因而 
lim T.y) — 0. 
WW LU y) 


又 易 见 
lim lim f(x,y) = 0. 


z—0y—0 
但 是 , limy—o limz..o f (a, y) 并 不 存在 . 

应 当 注意 , 如 果 极 限 lim yy sa F(r. v) 与 jnmnz_ alimy bo f (z, y) 都 存在 , JE 
么 它们 必定 相等 ; 又 若 极限 limo uy (a) f (2 y) 与 lim, slim; ss f(x, y) 都 存在 ， 
它们 也 必定 相等 (参看 [7], pp.129—130). 


5. 仅 有 一 个 累 次 极限 存在 的 函数 . 


设 
TY ll H 2 
f(x.y)- "x tysinz, a +0, 
0, 二 全 
则 
im lin lim f(x. y) = 0. 
但 是 , lim, so limao f(x,y) 和 limia (0,0) (2, y) 均 不 存在 . 
6. 在 原点 没有 极限 , 但 沿 着 任 一 直线 逼近 原点 时 极限 值 都 为 零 的 函数 . 
设 


ZWa/(rz2 +y), 22 十 好 > 0， 
f(x,y) = 
y-—y-O. 
对 任意 的 o, f Gr, y) 沿 着 方向 (cos o, sina) 的 极限 
3 


p! cosa sin? a 0 


lim, f(pcoso,psino) = lim - 
2 一 0 p 一 0+ p? cos? o + p? sin a 


但 是 ， 极限 eM f Ge. y) 并 不 存在 . FEE, 如 果 lim(x,y)— (0.0) ncs y) ff 
在 , 那么 必 有 
lim f(z,y) =0 


(x. y)—(0,0)` 
(参看 [7]. pp.129 一 130). 因此 , 对 于 过 (0,0) 的 曲线 y = YT, 应 该 有 
lim f(x. Vr) = 0. 
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然而 lima. .o f(z, YT) = lim; o z?/(z?-a?) = 3. FJA, 足见 limo) (0,0) f (2. y) 
并 不 存在 . 
我 们 还 可 进一步 构造 在 原点 没有 极限 , 但 沿 着 任 一 形 如 y = cc? nile is 
近 原 点 时 极限 值 都 为 零 的 函数 , 其 中 c 是 非 零 常数 , n,m 为 互 质 的 正 整 数 , 当 n 为 
偶数 时 x > 0. 例如 , 在 R! x R' 上 定义 函数 (m, y) 为 
e-z^, 
tens TIE z3 0, 
0, gt, 
则 当 (x,y) 沿 着 任意 曲线 y = co" H (0,0) 时 , 就 有 
ce l/r p m/n 


: a aTi = ý 
lim f. op ) lim e- 2/2? y —2mn 十 c2 


也 就 是 说 , (x,y) 沿 着 任 一 形 如 y = cx". fri eR B ERE, f(z,y) 的 极限 值 都 
为 零 ， 然 而 , 当 (x,y) 沿 着 y = e-1/* 的 曲线 通 近 原点 时 ，j(z,y) 的 极限 为 1/2. 


由 此 可 知 , limer y) (0,0) F(x, y) 并 不 存在 . 

i XFAR y f(x) 极限 limir jz) 存在 的 充 要 条 件 是 当 x 一 
ro Bj, f(x) 的 左 、 右 极限 丝 存 在 且 相 等 对 于 二 元 函数 wu = f(z,y), 若 极 限 
lim y) (xou) Fy) = A TFE, W fley) 沿 着 任何 方向 (cos a,sina) 的 极限 


WHHETEHA T. A 上 述 反 例 说 明和 一 元 函数 不 一 样 , 这 个 陈述 之 逆 并 不 成 立 . 
7. 分 别 对 各 个 变量 连续 的 间断 函数 . 
设 


zy/(z?- y?) z? +y? >0, 
f(z, y) = 
0, g= y= D; 
则 对 任意 固定 的 y, f(r,y) 是 c 的 连续 函数 ; 而 对 任意 固定 的 z, f(x,y) 是 vy 的 连 
ZERA. 但 是 , f(x, y) 在 点 (0,0) 处 并 不 连续 , AA (m, y) — (0.0) 且 z = y Hf, 
f(x, y) 并 不 趋 于 f(0,0) = 0. 


8. 函数 f(x,y), 它 沿 着 从 点 (zo,yo) 引出 的 任何 直线 在 (xo, yo) 都 是 连续 的 , 但 
f(x, y) 在 (zo, yo) 并 不 连续 . 
下 面 的 例子 是 由 W. H. Young 和 G. C. Young L179 作出 的 . 设 
z^/y, y0Hsz^/ysl, 
fíixy)—4wy/a^ y»0Hssyzl, 
0, y —0, 
又 设 f(x, —y) = f(x, y). 因为 任意 接近 (0,0) 的 地 方 总 会 有 形 如 (a, a?) 的 点 , 相应 
的 f(x,y) 的 值 为 1, 所 以 f(x, y) 在 原点 间断 . 
现在 证 明 ， f(x,y) 沿 着 任 一 通过 原点 的 直线 在 原点 都 是 连续 的 ， 事 实 上 , 在 
Ox 轴 上 jz,y) = 0, 所 以 它 沿 Or 轴 在 原点 是 连续 的 . 现 考 虑 过 原点 的 直线 
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y = mz,m z 0, *8 |z| 充分 小 时 , x?/y < 1, 所 以 
lf, y)| = l2?/y| = e/m]. 
由 此 可 见 , f(x,y) 沿 着 直线 y = me 在 原点 是 连续 的 . 

例 6 中 的 函数 也 具有 所 需 的 性 质 . 

其 实 ， 对 于 任 给 平面 可 数 点 集 {(an 5.) 94. 我 们 总 可 构造 函数 glx, y), 使 
gley) 在 (an,bn) (n = 1,2---) 间断 而 在 其 他 的 点 处 都 连续 . 又 g(r.uy) i 
任 一 过 (a,bn) 的 直线 在 (as, ba) 都 是 连续 的 ， 事实 上 , 设 f(z,y) 的 定义 如 上 ， 
(a1. bi). (a2, 03). (as b). 是 平面 上 的 可 数 点 集 , 令 

g(x,y) — TE ai, y — bi) + f(z — aa, y — b2) +- 


22 
+f — Aan: Y — bn) t, 
则 g(z,y) 除了 点 (as. bs) (n = 1,2,.…) 而 外 , 它 在 其 余 的 点 上 都 是 连续 的 . 又， 
g(x, y) 沿 任 一 过 (an, bn) 的 直线 在 (an, bn) 也 是 连续 的 . 
这 个 例子 也 是 由 W. H. Young 和 G. C. Young 作出 的 . 
9. [0.1] x [0,1] 上 的 一 个 无 处 连续 函数 f(zx,y), 使 对 每 一 ye [0,1], f(z,y) & x 


A 
Eg 


0. y 是 无 理 数 , z (E35, 
Fizy) = l 
1, y 是 有 理 数 ，z 任意 . 
则 f(x,y) 在 [0,1] x [0,1] 上 无 处 连续 . 由 于 对 任 一 固定 的 y, f(z,y) 作为 z BERE 
是 一 常 值 函 数 , 所 以 它 是 x WEE RR. 
10. 具有 各 阶 偏 导数 的 不 连续 函数 . 


第 一 例 ix 
e ut ry xz 0. 
f(z,y) = 
0, 


ry - Ü. 
容易 证 明 , f(x. y) 具有 各 阶 偏 导数 Om" f(x, y)/ (0x"0y"). 因为 当 t 关 0 时 , (t, t) 
= e-?, 而 f(0.0) = 0, 所 以 f(x. y) 在 (0,0) 不 连续 . 
这 个 例子 是 由 Burr 5H 作出 的 . 
第 二 例 it 
ez wv (er pev) zy#0, 
f(x,y) = 
则 f(r.y) 具有 各 阶 偏 导 数 . 因为 
lim f(x,y) = 5; 


ry = 0, 


w| 一 


所 以 f(x. y) 在 (0,0) 处 间断 . 
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这 个 例子 是 由 Snow 1057] 作出 的 . 


11. 二 阶 混合 偏 导数 相等 而 不 连续 的 函数 . 


设 


Ne | (x? +y?) sin(l/V/a?--y2), z? +y? 4 0, 
r, y) = 


0, t= y= 0, 


则 当 z? +y? #0 时 ， 

falz y) = Ax(a? +y’) sin(1/ V2? +y?) — eyx? + y? cos(1/ Vr? + y?), 

fy (x, y) = Aya? 4 y?) sin(1/ V£? +y?) — yv/a? + y? cos(1/ VT + ?). 

feulz, y) = Szysin(1//22 +y?) + 8zy cos(1/ Ve + y2)/ VE +y? 
—ay cos(1/ y£? +y?)/ V£? +y? — zysin(l/ Vr? + y?)/ (a? + y?). 
又 按 偏 导数 的 定义 , 可 得 
fz(0,0) = fy(0,0)=0, fay(0,0) = fya(0,0) =0. 
另 一 方面 , 因为 当 m > 0 时 ， 


Ge m 
lim. fay(z 9) = s, 
s l*m 


所 以 feyle, y) 在 (0,0) 不 连续 . 

同 理 可 证 , fys(z, y) 在 (0,0) 也 不 连续 . 

注 可 以 证 明 , 如 果 fo, fy, Jey 在 定义 域 上 都 存在 , 且 fey 连续 , 那么 fy 也 
存在 , ME. fey = fyr (参看 [11], p.98). 上 述 反 例 说 明 当 这 个 命题 的 条 件 不 成 立时 ， 
二 阶 混合 偏 导 数 仍 有 相等 的 可 能 性 . 


12. 函数 f, f.(0,y) 是 y 的 连续 函数 , 而 f, (r0) 不 是 x 的 连续 函数 . 


m 


lim fj(z,y)— ————, 
io foem) 711 ug 


y= mr 


rsin(Aarctan(y/z)),. Œ Æ O0, 
f(z.y) = | 


0, q m, 
由 | . A 
p00 = im. faat- f(0,0) _ jim, i 0) 
- im is c 
Poa) = E rc 


= lim sin(4arctan(y/Ax)) = 0, 
Arz 一 0 
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所 以 f.(0,u) Æ y 的 连续 函数 . 然而 ， 


1 [0 Ay) - f(0,0).— Ü _ 
Ames Bia. Ay = re 
mo m. Jy) -f(0) . f(z,AY) 
ATE a Ao Ay 
lim rsin(Aarctan(Ay/x)) _ 4 
^ Ay0 Ay du 


因此 , f(x,0) 在 xz = 0 处 不 连续 . 
13. 两 个 偏 导数 在 某 点 连续 , 而 本 身 在 该 点 的 任何 邻 域 内 不 连续 的 函数 . 
在 [0, 1] x [0， 1] Cus fA: 


> 去 2n ' (a CER ERES (x,y) Æ (1/m, 1/m), 


qi l3, 


f(z.y)-— x ij (z — 1/n)(y — 1/m) 


ts (x — 1/n)?- (y — 1/n)?' (x, y) = (1/m, 1/m). 
3 (x,y) = (0,0). 


当 (x,y) # (1/m, 1/m) (m = 1,2,…) 时 , 按照 函数 项 级 数 逐 项 求 导数 的 法 则 , 得 到 


oo PN n x n)?-— r— n 
ban - M, 1 (y-Yn(y-l/ ; (x — 1/n)?] 


=h ((z — 1/n)? + (y — 1/n)?}? , (1) 
XL NS AL (1n) - 1/8? - (y — 1/2] 
fes) ug [(z — 1/m)? + (y — 1/n) yp? 3 (2) 
24 (a = (1/m, 1/m) ) Bf, faim, y) 与 Jal AHA y) 分 别 等 于 (1 ) 与 可 (2 ) qug dizi Y 


ee 
在 原点 , 按 偏 导数 的 定义 , 有 


MUT (r—1/n)(—1/n) 1 
.— f(z,0) — (0,0) 2^ (r—1/n)--1/m? 2 
200,0) = lim 


TU X 好 一 人 b 


= = lim bw Vm 


同 理 , f, (0,0) = 0. 


1 
-3 
=Q, 
(x — 1/m) 5 十 a 


LERURO di EASE 在 [T % TL PETRAEA 


(1/m,1/m),m =1,2---; M falx, y) FI f(x. y) 在 原点 都 是 连续 的 . 
注 容易 证 明 , 如 果 一 元 函数 p(x) 的 导数 w'(z) TE r= xo 处 连续 , 那么 


qr) 


在 = ro 的 某 个 邻 域内 必定 连续 . 上 述 例子 说 明了 对 于 二 元 函数 而 言 , 则 不 尽 相 同 . 
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14. 偏 导数 存在 , 但 沿 任何 其 他 方向 的 导数 都 不 存在 的 函数 . 


设 


Vr? +y? —l/nH r£0,y£20,n212,.-.., 
0, 其 他 . 
由 y f(x. 0) 一 2， 因而 Ja(0 0) —1. 同样 ， f,(0, 0) = 1; 但 是 ， 对 于 任何 o * 0, 在 
直线 y — or E, 
A ) la Vz? + a?z? = 1n, BI |x| 2 1/(nV1-- 07), n =1,2, +, 
r,or)-— 


0, 其 他 ， 
这 个 函数 在 x = 0 处 是 不 连续 的 ,当然 不 可 能 有 有 限 导 数 , 这 说 明了 虽然 广 (0,0) 


与 f,(0,0) 部 存在 , 然而 , f(x, y) 在 原点 处 沿 着 任何 其 他 方向 的 导数 可 能 都 不 存在 . 
15. 函数 f. 使 f(x,y) 存在 而 f(x,y) 不 存在 . 
设 glx) 是 无 处 可 微 的 连续 函数 (参看 第 三 章 例 29), S 


f(x. y) = g(x). 
则 fis (r.u) — 0 而 fe (m. y) 不 存在 . 


注 上 述 反例 说 明 户 *(z,y) 的 存在 性 (甚至 连续 ) 并 不 蕴涵 f(x,y) 的 存在 性 . 
16. 仅 在 一 点 连续 并 可 微 的 函数 . 
PKI% 


显然 在 异 于 零 的 任意 点 间断 , 而 在 零点 连续 . 又 , 它 在 零点 还 可 微 : 
f(z,y) — f(0,0) = f(z, y) = 0:z 0- y p'**, 
这 里 p= V/z? + y?, p'** — o(p) (p — 0). 


17. 可 微 而 不 连续 可 微 的 函数 . 


设 
z?^sin(l/r)--y?sin(l/y), xy x0, 
z? sin(1/x), r #0 mi y= 0, 
nas y? sin(1/y), r= 0 Mi y #0., 


0, qi ea 0. 
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则 两 个 函数 
Etny= P z 0 

q -, 

f(z. y) = 2ysin(1/y) — cos(1/y), y #0, 


0, y=0 
都 在 原点 间断 , 因此 f 在 该 点 不 是 连续 可 微 的 . 然而 , f 处 处 可 微 . 例如 , 了 在 (0,0) 
点 可 微 , 因为 对 于 h2 + k? 4:0, flh, k) — f(0,0) 可 以 写成 
fr(0,0)h+ fy(0,0)k+a(h, k)h + &(h, k)k, 
式 中 


li hil) = li &o(h, k) = 0. 
dii i; on ) (h,k) (0,0) 2(h, k) 


实际 上 , 这 一 表示 可 取 特 定形 式 : 
(^ sin i) h+ (; sin J k, / hk 4x 0, 


1 


f(h,k) — f(0,0) = CDDLLL hz 0j k=0, 
o-h+ (ksing) k, h=0 mi k #0. 
18. 函数 f, 它 在 某 点 的 邻 域内 连续 且 有 有 界 的 偏 导 数 , 但 f 在 该 点 仍 不 能 微分 . 
设 
ry/ yr? +y, r? +y? > 0, 
f(z.y)- 0. "m 
W] f fg az? -- y? >0 处 显然 是 连续 的 . 因为 


f(z < lzyl/ V2lzy| = Vizyl/2， 
所 以 f 在 (0,0) 点 也 是 连续 的 . 又 当 r? +y? > 0 时 
falz y) = - y? f(s, = P 4 y^, 
而 在 (0.0) 处 , f,(0,0) = 0. f,(0.0) = 0, 所 以 
[f(z < /=1, If(z,W)| s 1, 
Bp f 的 两 个 偏 导 数 都 是 有 界 的 . 
现 证 f 在 点 (0,0) 处 不 可 微 . 事实 上 , 如 若 不 然 , 那么 就 应 该 有 
f(z,y) — f(0,0) = zy/ V/22 +y? — ev/a? +4, 
ME (x,y) 一 (0,0) 时 , 式 中 的 = 应 趋 于 0. 今 特别 于 上 式 中 取 x= y > 0, 则 得 
v/ V2 = V2ez. 
由 此 , e = 1/2, 而 当 x — 0 时 < 却 并 不 趋向 于 0, AE T RAR f 在 (0,0) 点 可 
微 性 的 假设 . 
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注 对 于 一 元 消 数 而 言 , 可 微 与 可 导 (有 限 导数 ) 是 同一 回 事 ; 但 对 多 元 函数 来 
说 , 函数 S 在 一 点 处 可 微 的 必要 条 件 是 函数 S 在 该 点 处 有 偏 导数 , 然而 , f 在 一 点 
处 有 偏 导数 (其 至 f 在 该 点 的 某 个 邻 域内 连续 是 有 有 界 的 偏 导数 ) 还 不 能 保证 f TE 
该 点 可 微 . 


19. 偏 导 数 均 不 连续 的 可 微 函 数 . 


设 
f(z.y) (£? +y?)sin(1/ V17F y?), a? y? #0, 
K py 一 
0, tsy p, 
则 其 偏 导数 是 


f(x, y) = -x cos(1/ V/a? + y2)/ Vx? +y? + 2x sin(1/v/a? -y2), a? y? z 0, 
Jy(z. y) = —ycos(1/A x? +y?) )/ V/22 4- y? + 2ysin(1/ Vx? -y2), a? +y? 4 0, 
fz(0,0) = f, (0,0) -— 0. 

易 见 , falx, y) 和 fu (m, y) 在 (0,0) 点 都 是 不 连续 的 . 因为 
F(æ,y) — £(0,0) = Vz? +y? Vr +y? sin(1/ v/z? +y?), 
所 以 f Æ (0,0) 处 是 可 微 的 . 
我 们 其 至 可 以 作出 一 个 函数 , 它 的 偏 导 数 在 某 点 不 连续 且 在 该 点 的 任何 邻 域内 
都 无 界 , 但 此 清 数 在 该 点 仍然 可 微 . 例如 , 设 
(zx? --y?)sin(1/(z? + y?) z? +y? > 0， 
f(z, y) = 


则 f 的 偏 导 数 是 
2x sin(1/(z? + y?)) — 2zcos(1/(z? + y?))/(z? +y?) a? -- y? » 0, 


0, x? -L y? — 0, 


fz(z.y) = . 
i 0, x? +y? — 0, 
2y sin(1/(z? + y?)) — 2ycos(1/(z? + y?))/(zx? -y?), a? y? » 0, 
fy(x. y) = : 
0, z? +y? = 0, 
x,0)— f(0,0 1 
fz(0,0) = lim £(2,0) - f(0,0) = lim zsin -7 = 0, 
r0 b r—0 T 


f,(0,0) = 0. 


易 见 , falx y) 和 fyl y) 在 (0, 0) 处 都 是 间断 的 . 又 , 对 于 任 给 的 正 数 M, 存在 正 
整数 N, 当即 > N 时 ， 

户 (1/V3nzr,0) = -2V277 < —M, 
因此 , fa (e, y) YE (0,0) 的 任何 邻 域内 都 是 无 界 的 , 同 理 可 证 , f, (v, y) 在 (0,0) 的 任 
何 邻 域内 也 是 无 界 的 . 
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下 面 再 讨论 f(x,y) 于 点 (0.0) 的 可 微 性 . 因为 
|f (x. y) — fr(0,0)7 — f,(0,0)y| = |f (£. y)| = (x? + y?)| sin(1/(2? + y?))I 
<a? +y? co y), 
所 以 f 在 点 (0,0) 是 可 微 的 . 

注 f.(m.y) 及 f(z,y) 在 点 (m. y) 及 其 某 一 邻 域内 存在 , 且 在 这 一 点 它们 
都 连续 , 则 函数 f(x,y) 在 该 点 可 微 (参看 [7], pp.252 一 253). 上 述 反 例 表明 , f 及 
f, 的 连续 性 只 是 f 可 微 的 充分 条 件 , 而 不 是 必要 条 件 . 结合 例 18, 我 们 可 以 得 到 下 
面 的 断 语 : 函数 在 一 点 处 可 微 的 性 质 比 在 该 点 处 有 连续 的 偏 导数 的 性 质 弱 , 但 比 在 
该 点 处 偏 导数 存在 的 性 质 强 . 


20. 二 阶 混合 偏 导数 不 相等 的 可 微 函 数 . 


设 
f(x. y) zyl? -y+ a? e y? 0, 
x,y) 三 
0. liess 
则 
LC ^ 44g y? — y*)y/(a? +y?) a? +y? #0, 
ar, y) 
$-—g-0, 
f ( — 4y =y aiat 4ey Y. a 4- y^ 450, 
y Vs y) 
i g =Ņ4= k 
0, T m, 
f«(0. y) fy(z.0) = 
0, y — 0. Q0, =Q; 
从 而 
z(0, y) — fz(0,0 .= 三 
fa,(0,0) — ji 0:0 50.0 3 lim Z 本 
0) — f,(0,0 T 
fy. (0,0) = lim ZE ) £,(. )- dw Ž = $ 


所 以 fzy(0,0) Æ fy (0.0). 然而 ， 函数 fis. y) 是 连续 而 且 可 微 的 , 因为 fale, y) 和 
fuo, y) 都 是 到 处 连续 的 (参看 [7], pp-252—253). 


21. 在 某 点 沿 任何 方向 可 微 , 而 在 该 点 并 不 连续 的 函数 . 
设 


25/[( — x°)? +z], (x,y) # (0.0), 
0, (x,y) = (0,0). 
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今 证 函数 了 在 (0,0) 点 沿 所 有 方向 都 是 可 微 的 . 事实 上 , S p = (cos0, sin0), 因为 
F(t) = f(tcos0,tsin 0) 


1? cos? 0/[(tsin 0 — t? cos? 9)? + tê cos 0], t 4 0, 
0, t= 0, 


1? cos? 0/[(sin  — t cos? 8)? + t* cos 0], t#0, 


0, t= Q; 
所 以 当 sin Æ 0 时 ， 
F'(0) = lim 
而 当 sinf = 0 时 ， 
T E F(t) — F(0) cos? 0 : 
F'(0) — lim 7 = lim cosi 8 E E T = cos. 
因此 , PKR f 在 er 0) 点 沿 所 有 的 方向 都 是 可 微 的 


另 一 方面 , 当 点 (m, y) 沿 着 曲线 ya 趋 近 于 (0,0) 时 , 极限 


g’ 1 
lim ~ = lim — 
(2 pmo 0) (y e q:2)2 EN xê 1—0 r 


不 存在 , 从 而 Timqs vy (0, e y) 不 存在 , 因此 , ERG f(x,y) 在 (0,0) 点 不 连续 . 
22. 有 关 的 一 切 偏 导数 都 存在 , 但 复合 函数 求 导 公 式 不 成 立 的 函数 . 


设 


F(t) — F(0) = Tn t? cos? 0 
t = £20 (sinf — t cos? 0) tcos$0 — 


E 


f(x,y) = v lzyl, 
不 难 验证 , £,(0,0) 及 f,(0,0) 均 存 在 且 等 于 0, fH. f E (0,0) 点 不 可 微 . 此 时 , 若 令 
z—t1y-—t, 代入 得 f(t t) = ltl, 它 在 上 =0 aS 但 是 ， 
/.(0,0) 7 + f,(0,0)29 — o. 


这 就 说 明 , 对 此 函数 而 言 , 复合 函数 求 导 公式 
E^ BA 077 + fy (0, o) 2 


di s dt 
不 能 成 立 . 
注 如 果 f(z,y) 在 定义 域 G 内 可 微 , > = olt), y = wb) 对 于 + T, 
(et), 0) € G, WI fleo PO] XI t OT, BA 
d fle) fuo 
(参看 [7], pp.255—256). p" 
言 , 如 果 仅 是 导数 存在 , 上 述 复合 函数 求 导 公式 还 不 一 定 成 立 . 
23. 在 平面 区 域 刀 内 / or, y) = 0, 但 是 了 在 万 内 并 非 与 y 无 关 的 连续 可 微 函数 
没 工 为 R x RP 内 的 射线 ( 闭 的 半 直 线 ) 
L= (2.3): >0,y — 0), 
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再 设 D = R! x R! \ L. 函数 
u r»0Hy»0, 
f(zy-1. | 
O0, ”其 他 的 (x,y) € D, 
在 D 内 是 连续 可 微 的 , 并 且 确 有 连续 的 二 阶 偏 导 数 (如 果 以 ect 取代 a, /就 
有 各 阶 连续 偏 导数 ). 虽然 f RF y 的 一 阶 偏 导数 f(z,y) 在 D 内 恒 等 于 零 , 但 是 
上 并 非 与 y 无 关 ; 例如 f(1,1) 2 1, mi f(1,—1) — 0. 

这 个 例子 表明 , 为 了 证 实在 整个 区 域 D. 内 一 阶 偏 导 数 恒 等 于 零 的 图 数 是 常 值 
PRA, 下 面 的 证 法 无 效 :“ 既 然 f(x,y) 三 0, 那么 f 不 依赖 于 x; 既然 f(x,vy) 三 0 
那么 f 不 依赖 于 y: f 既 不 依赖 x 也 不 依赖 y, 所 以 一 定 是 个 常数 ”. 

应 当 注 意 , 如 果 每 一 条 平行 于 y 轴 的 直线 与 区 域 D 的 交 是 一 个 区 间 , 那么 这 
个 反例 将 成 为 不 可 能 的 (参看 [119], p.288, ffi] 32). 


24. 函数 F(r.y), RE F (£o,y0) = 0, 但 在 (zo,yo) 的 某 个 邻 域 内 ， 由 方程 

F(x,y) = 0 能 唯一 确定 y 为 x 的 函数 y = f(x). 并 且 yo = f(ro). 

^ F(x.y)-—(y-— x)?, 则 

Fy(z, y) = 2(y — x). 

所 以 在 x = y = 0 处 , Fy(x,y) = 0. 但 这 并 不 妨碍 所 给 方程 Fry) = 0 有 唯一 解 
y =x, H r= 0 时 这 个 解 等 于 零 . 

注 “我 们 有 如 下 的 隐 函 数 存在 定理 . 设 函 数 F, y) 满足 下 面 四 个 条 件 : 

( YEREJÉ D (rg — a < x < zo +a, yo - b & y < yo +b) 上 连续 ; 

Gi) 在 矩形 D 上 具有 对 x 和 对 y 的 连续 偏 导数 ; 

(ii) F (xo. yo) = 0: 

(iv) Fy(r.y) 在 点 (ro. yo) KETE. 
则 在 点 (xo.yo) 的 某 一 邻 域 内 , 由 方程 Fy) = 0 能 唯一 确定 y 为 x 的 函数 
y = f(x), 并 且 yo = f(zo) (参看 [T], pp.278 一 281). 

上 述 反 例 说 明 , 隐 函 数 存 在 定理 仅仅 给 出 其 图 像 通过 已 知 点 Gro. yo) BOE ERE 
唯一 存在 的 充分 而 不 是 必要 条 件 . 
25. 函数 f. 使 max, min, f(r, y) < min; max, f(x,y). 

在 [0.2] x [0,4] 上 定义 函数 f: 

fizy) -19(z-3- Y, 
Du 
max f(r.y) =L min ma fx y)el 
1-(y-1)* y22, 


min f(x.) = 5 max min f(z,y) = 0. 
: 1—(8—9Y, y&2 à" * 
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因而 
max min f(x,y) < min max f(x, y). 
y c z y 
注 可 以 证 明 , Æ f(z,y) 在 [a,b] x [cd] 上 连续 , 则 
max min f(x,y) € min max f(x, y) 
Yy Ej T y 


(参看 [126], 中 译本 p.108). 上 述 反例 说 明了 这 个 不 等 式 中 的 等 号 未 必 成 立 ， 


函数 := f(z,y) = y? — x? 的 偏 导数 是 S8 = —2, Es = 2y, 所 以 
f.(0.0)— 0,  f,(0,0) — 0. 
Moy —0 HT, z= 一 z2, 所 以 原点 恰 是 这 条 抛物 线 的 极 大 点 ; 而 当 z= 0f, > — y’, 
这 样 原点 又 是 这 条 曲线 的 极 小 点 . 由 此 可 知 , 函数 f(z,y) 在 (0,0) 点 无 极 值 . 
注 对 偏 导数 存在 的 函数 f(xy) 而 言 , 在 点 Molo, yo) 有 极 值 的 必要 条 件 是 
fs (xo, yo) = 0, fylzo, yo) = 0. 
上 述 反 例 说 明了 这 个 条 件 不 是 充分 的 . 


27. 一 个 可 微 函数 , 它 在 定义 域内 只 有 一 个 驻 点 , 而 且 这 驻 点 是 局 部 极 大 (小 ) 点 ， 
但 它 不 是 最 大 (小 ) m. 


我 们 知道 , 若 函 数 y = f(z) 在 区 间 (a, b) (有 限 或 无 穷 , 开 或 闭 ) 上 可 微 ; 又 在 
(a,b) 内 有 唯一 的 驻 点 mo; 如 果 ro 是 局 部 极 大 (小 ) 点 , 则 zo 就 是 f(z) 在 (a,b) 
上 的 最 大 (小 ) 点 . 于 是 , 我 们 可 能 会 猪 测 , 如 果 二 元 函数 > = f(x,y) 在 定义 域 D 
上 是 可 微 的 , 又 在 D 内 只 有 一 个 驻 点 (zo, yo). 而 且 这 驻 点 是 局 部 极 大 (小 ) 点 , 那 
Z, (ro, yo) 也 一 定 就 是 f(x,y) 在 D 上 的 最 大 (小 ) 点 . 

这 猜想 是 错 的 . 例如 , 令 

f(x, y) = 2? — 4a? + 2zy — y?. 
REJE DD : -1< x < 4, -1€«y&€1 上 来 研究 它 的 最 大 值 . 解 方程 组 
falx, y) = 32? — 8x + 2y = 0, 
| fy(z,y) = 2x — 2y — 0, 
得 两 组 根 (0,0), (2,2). 但 (2,2) 并 不 在 D 内 , 所 以 D 内 只 有 一 个 驻 点 (0,0). 
其 次 , 求 二 阶 偏 导数 , fralx y) = 6r—8, fay(z.y) 22, fy (my) = -2. 于 是 
fiz(0,0) = —8 < 0， as(0,0) - f,,(0,0) — f2,(0,0) = 16 — 4 > 0. 
故 知 (0,0) 确 是 函数 在 D 内 的 局 部 极 大 点 , 在 这 一 点 上 有 局 部 极 大 值 f(0,0) = 0. 
然而 0 并 不 是 f 在 D 上 的 最 大 值 , 最 大 值 出 现在 边界 点 (4, 1) E. f(4.1) — T. 


这 个 函数 在 全 平面 上 有 两 个 驻 点 , 只 是 在 D 内 有 一 个 驻 点 . 于 是 自然 要 问 : 是 
否 存在 二 元 可 微 函数 , 它 在 全 平面 上 只 有 一 个 驻 点 , 而 且 这 驻 点 又 是 局 部 极 大 点 , 但 
这 一 点 并 不 是 最 大 点 ? 这 种 函数 的 确 是 存在 的 . 下 面 的 例子 属于 梁 宗 巨 M, 令 


N 


f(x,y) = S(arctan x)? — 8(arctan x)? + (arctan z)(arctan y) 一 g (arctan y)*. 
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XX RC WI SERR, 在 全 平面 上 可 微 , 解 方程 组 
f. (x. y) = 24(arctan x)? - 1 t 


mee x 16(arctan x) - Ita 十 I arctan y 
= [i (1) 
" 4 — 5 a ey 1 1 "Pots 7 
fylt: y) = (arctanz) = Dy 本 (arctan y) : ry = 0; (2) 
由 (2), 
arctan y = 4 arctan zx. (3) 


代入 (1) 后 消去 1/(1 + x°), 得 
24(arctan r)? — 16arctan:z + 4arctan z = 0, 
Bl 
arctan r(2arctan:z — 1) = 0. 
由 arctanz = 0, 得 驻 点 (0,0). 又 将 arctanz = 1/2 代入 (3), arctany = 2, 无 解 . 
这 是 因为 
—7/2 < arctany < m/2. 
因此 f(z.y) 在 全 平面 上 只 有 一 个 驻 点 (0,0). 为 了 判断 它 是 不 是 极 值 点 , 求 二 阶 偏 
导数 : 


fest, y) -g ung A rctan r)? — 16 arctan x + arctan y] 
Lh scura 16 
+: lg (arctan zj | 
1 
fandi Yr ppye 
) 2y t : arct 世 : : 
uy t. y) 三 一 一 一 一 | arctan z — — arctan į — |- r 

Jung) = = ga a 9) tIFy | 40432) 

于 是 
frz(0,0): fyy(0;0) — f2,(0,0) = (一 16) (-1) =j 

X 


frz(0,0) = —16 < 0. 


可 知 (0,0) 是 局 部 极 大 点 , f(0,0) = 0 是 局 部 极 大 值 . 但 这 并 不 是 f(r, y) 的 最 大 值 ， 


例如 kg 
f(tanl,tanl)=8—8+1—==sas>0. 


8 8 
其 实 , xx PRA Ee (ELI P TER. 
28. 函数 f. 它 在 某 点 的 偏 导 数 不 存在 , 但 能 在 该 点 取得 极 值 . 


设 
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它 是 交 于 y 轴 的 两 个 平面 . 显然 , 几 z = 0 的 点 都 是 函数 的 局 部 极 小 点 . 但 是 , 当 
xr 20H, x = 1, 而 当 g <0 ff, n = —1, 所 以 函数 > dE x = 0 处 的 偏 导数 不 
存在 . 


29. 有 无 穷 多 个 局 部 极 大 值 而 无 局 部 极 小 值 的 函数 . 


设 
f(x, y) — (1 4- e") cos z — ye", 
Du 
far, y) = — sinz(1 +e”), 
Fuly) = €? cos e — e" (1L + 9). 
4 falz, y) = fule, y) = 0, f$ x = tnm, y = (-1? —1(n 20,1,2,---). 对 于 驻 点 


Pyn (Enn, (-1)^ — 1), 7H 
A= fakel pus = (721) [L4- 679" 7], 
B = fsy(z.y)| P}, = 0, 
C = fy (xz, y)lp,, = —e 
当 为 偶数 时 , AC B? = 2 > 0, X A — 2 « 0, BE Pin 为 局 部 极 大 点 ， 
f (:2nm,0) = 2 为 局 部 极 大 值 . 
"dn 为 奇数 时 , AC — B? = (1 + e7?)e7? < 0, 故 Pin 不 是 局 部 极 值 点 . 
由 此 可 知 , 函数 六 有 无 穷 多 个 局 部 极 大 点 (220,0) (n = 0,1,2,…), 但 是 没 
有 局 部 极 小 点 . 


30. 函数 f. 它 在 原点 无 局 部 极 值 , 但 对 任 一 过 原点 的 直线 , f 沿 此 直线 上 , 原点 为 
其 取得 局 部 极 小 值 的 点 . 


设 


(eat 


f(z.y) = (x — v )(2z — y’), 
则 
f(xy) = 4r — 34’, f(r,y) = 一 6zy + Ay?. 


4 f.(x,y) = fy(x, y) ^ 0, Bl 4 — 3y? = 0,2y(2y? — 3x) = 0, 18$ z = y = 0. 
对 于 点 (0,0), 如 果 沿 直线 y = mz, 则 
f(z,y) = z?(1— m?z)(2 — m?z). 
当 x 充分 接近 于 零 时 , f(e, mz) > 0, 而 当 e = 0 Bf, f(e, ma) = 0, 故 沿 着 过 点 
(0,0) 的 每 一 条 直线 y = ma, f (a, y) 在 (0,0) 点 取得 直 正 局 部 极 小 值 . 但 在 点 (0,0) 
附近 , roc y? < 27 HJ, 将 有 fley) < 0, 此 即 f(0,0) = 0 并非 函 数 的 局 部 极 
小 值 . 
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我 们 还 可 进一步 构造 一 个 函数 f. 它 在 原点 无 局 部 极 值 , 但 对 任 一 过 原点 的 形 如 
y = czm/n 的 曲线 , 其 中 c 为 非 零 常 数 , m,n 为 互 质 的 正 整数 . n 为 偶数 时 , x 0, f 
沿 此 曲线 上 , 原点 为 其 取得 局 部 极 小 值 的 点 . 例如 , 令 


(y — e71 {y —3e-V 9), x30, 
fny-41., 
y?. t= 0, 


DU 
glx) = f(x, cx") = (ce™/™ 一 eT (eg m/n E 3e-1/z ) 
= zx2m/n (2 — 4ce P y7m/n g Sg 9/2 S -2m/n). 
i ry 0,] 297^ 30, Tfj 
lim (c — 4ce- l/r y-7m/n 4 3e 3/2" -2m/n) 一 c2 > 0， 
所 以 当头 0 H |z| 充分 小 时 , g(z) > 0. X% r = 0f, glx) = 0, 因此 , g(x) 在 
r = 0 处 取得 真正 局 部 极 小 值 g(0) = 0. 也 就 是 说 , 函数 了 沿 曲 线 y = com" E, 


(0,0) 为 其 取得 真正 局 部 极 小 值 的 点 . 
另 一 方面 , 在 无 限 接近 原点 的 形 如 (0, 0) 的 点 . f 于 其 上 取 正 值 f(0,b) = b; 而 
在 无 限 接近 原点 的 形 如 (a, 2e 71/97) 的 点 , f TREERE fla, 2671) = —e7 2/0. 


由 此 可 见 , f 在 (0,0) 点 没有 局 部 极 值 . 
后 一 例子 是 前 一 例子 的 改进 . 
31*. 函数 f(x,y), 对 每 一 r, 它 是 y 的 Borel 可 测 函 数 ， 对 每 一 y, Ex r 的 
Borel 可 测 函 数 , 但 f(x,y) 并 不 (L) 可 测 . 
it A J I= [0,1] x [0,1] 中 的 一 个 非 (L) 可 测 子 集 , 它 与 每 一 平行 于 x 轴 的 
直线 及 每 一 平行 于 y 轴 的 直线 至 多 只 有 两 个 交点 (参看 第 十 三 章 例 15). 在 了 EXE 
义 函数 三 如 次 : 
1l, (rz,V) E 4， 
f(z,y) = 
» (z, y) € IVA, 
由 于 4 为 I 的 非 (ZL) 可 测 子 集 , 故 了 是 工 上 的 非 (L) 可 测 函 数 . 
男 一 方面 , 对 每 一 个 集 
As, = (y :(xo,y) € I... Ay, = (m : (yo) € I). 
它们 至 多 仅 有 两 个 点 , 因而 对 任意 实数 a, 集 
{y : f(£o,y) >a, yE Aro} 


(r:f(z,yo»a £E Ayw} 


恒 为 Borel 可 测 集 , 从 而 f(zx0,y) 5 f(x.yo) 分 别 是 y 与 zx 的 Borel 可 测 函 数 . 


第 十 五 章 
二 重 积 


e 
uu 


PRR f(z,y) 在 有 界 封闭 可 求 积 二 维 域 2 上 有 定义 , 若 极限 


E 
E m 2j Var YATAY; 
x1Aajl 一 0 1 
存在 ， 其 中 At; = Tip — Ti ; Ay = = Yj+1 — Yj» 而 其 和 为 对 所 有 i, j 使 (: ri, yj) ER 


的 那些 值 来 求 的 , 则 称 此 极限 为 函数 f(x,y) 展 布 在 R 上 的 (R) 二 重 积分 , 记 作 
fr z, y)dxdy. 


若 域 2 由 下 面 的 不 等 式 所 给 出 
axzrztEb, y(x) <y < y(x), 
-的 连续 函数 , 则 称 


其 中 y(x) 和 y(x) 为 在 闭 区 间 [a.b] 上 
2 (x) 
1 af" f (x, y)d 
y 


1(m) 


为 函数 f(z,y) 在 R ERU (R) 累 次 积分 
一 重 广义 积分 的 概念 
设 二 维 域 O0 是 无 界 的 . {人 2,} 为 域 Q 中 可 求 积 的 有 界 封闭 


现在 介绍 (R) 二 
1? 无 界 域 的 情形 
子 域 的 任意 序列 , 并 且 Q 中 ia P 从 某 一 个 号 码 起 , 属于 以 后 的 一 切 的 02， 


E f(r.y) 在 每 个 Q, 上 均 (R) 可 积 , 又 极限 
lim y f(x, y)dvrdy 


存在 , 且 此 极限 与 序列 {2a} 的 选择 无 关 ， 则 称 函 数 f(x,y) 在 R E (R) 广义 可 积 


- 336 - 实 分 析 中 的 反例 [15.1] 


f| fa = lim. Jf fæv)dzdy. 
Q Qn 


此 时 也 称 对 应 的 积分 为 收敛 的 ; 在 相反 的 情形 称 为 发 散 的 ， 

2? 无 界 函 数 的 情形 WRR f(z,y) 在 有 界 封闭 域 9 内 有 了 唯一 奇 点 P. 即 
f(z,y) 在 PP 的 邻 域内 无 界 , 若 对 P 的 任意 = 邻 域 Ue, fley) 在 QNU. E35 (R) 
可 积 , 又 极限 


其 积分 值 为 


m, ni f(x, y)dxdy 


"ih 


存在 且 与 P 的 = 邻 域 的 选择 无 关 , 则 称 孙 数 f(x,y) 在 R E (R) 广义 可 积 , 其 积 


分 值 为 
J| rennen Ex m, | f (x. y)dxdy. 
2 Q\U: 
此 时 也 称 对 应 的 积分 为 收敛 的 ; 在 相反 的 情形 称 为 发 散 的 . 
XT (L) 二 重 积 分 的 定义 , 完全 类 似 于 (L) 单 重 积 分 的 定义 , 只 需 把 单 变 量 改 
为 二 变量 , 把 线性 测度 改 为 平面 测度 , 故 这 里 不 再 袭 述 . 
1. 两 个 (R) 票 次 积分 存在 而 不 相等 的 函数 . 


2 一 2， (Q«msyxl, 
f(z,y)—-4 =s, 0O«y «mv « 1, 
0, 其 他 的 0<zx<1L0<vy<1l. 


因而 


n" idy = 1. 
0 


同样 地 , XP Oc rcl 有 


€ dy 1 dy 
nydy=- | 2 EE e, 
| tena- f 34] 
1 1 1 
/ de f f(x, y)dy = / (—1)dz = —1. 
0 0 0 
d 1 ^l 1 
f wf tendir f df teva 
JO 0 J0 0 


因而 


可 见 
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2. 两 个 (R) 票 次 积分 存在 且 相等 , 但 (R) 二 重 积 分 不 存在 的 函数 . 
若 z 是 一 有 理 数 , 则 可 把 它 表 作 p; /gj, 其 中 p, 与 qe 是 互 质 的 整数 且 gq, > 0. 
今 在 正方 形 D = [0,1] x [0,1] 上 定义 函数 f. 如 下 : 
f(z.y) = | 1, (x,y) 为 有 理 点 上 且 gz = qy, 
es 0, 其 他 情形 . 
我 们 先 证 f 在 D 上 的 两 个 (R) 昧 次 积分 均 存在 且 相 等 . 
事实 上 , 对 固定 的 y € [0,1], 24 y 为 无 理 数 时 , p(x) = f(x. y) 三 0, 从 而 
f(x; ydz = 0. 
而 当 y 为 有 理 数 时 , y 可 表 作 p/a 而 分 母 等 于 4 的 有 理 数 不 超 过 4 个 , 所 以 至 多 在 
q 个 点 x E, f(z,y) = 1; 而 在 其 他 的 点 上 , f(x,y) = 0. 由 此 可 见 , p(x) = f(x y) 
在 [0,1] 上 (R) 可 积 , H 


1 
f(x, y)dx = 0. 
0 
总 之 , 对 任 一 ye [0.1]. 恒 有 


1 
f f(x, y)dxr = 0, 
0 


E uf f(x, y)dx = 0. 
[ a f f(x. y)dy = 0. 


为 证 f E D EH (R) 二 重 积 分 不 存在 , 我 们 只 要 证 明 上 在 D. 上 无 处 连续 即 可 
HIE, S G = {(x.y) : (zy 为 万 中 的 有 理 点 且 qr = qy} EE, G Æ D APIR, B] 
D 中 的 任 一 开 区 间 (a,b) x (c, d) 都 含有 G 的 点 .这 里 0<a<b<10<c<dgl1. 
事实 上 , 对 zx 轴 上 的 区 间 [0,1] 作 等 分 : 

2 等 分 ; 3 等 分 ; un EAS, 
依 自然 数 序列 作 下 去 , 则 必 存 在 自然 数 NS. 使 
1/Nı « b — a. 
FE, 4 n 2 Ni 时 , 对 任 一 n 等 分 , 必 有 一 个 分 点 落 在 (a,b) 之 中 . 设 此 分 点 为 
mg /n, 即 有 点 集 


从 而 


同 理 可 证 


{ma/n :n= N,N11,:] 
包含 于 (a,b) 之 中 . 


同 理 , 存在 自然 数 Nz, 使 1/Na < 4d 一 c, “n > Na 时 , VATE (c,d) 内 的 分 
点 ra/n. F {ra/n: n = No, Na + 1,- ) FR (c,d) 的 子 集 . 
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取 N = max(Ni, Na), WA 
{mMn/ n:n = N,N 4 1,--- C (a,b), 
iru /n:n =N, N +1,---} C (ed). 
由 于 素数 是 无 穷 多 的 , 所 以 在 N 之 后 的 自然 数 中 必 有 素数 q, 而 my/g,7g/9 FEN AS 
可 约 分 式 , 它们 分 别 落 在 (a,b) 与 (c,d) 之 中 , 亦 即 
(ma/g, rq/q) € (a, b) x (e, d). 
因此 , G 在 D PRR. 
fi (x,y) € G, W f(x, y) — 1. 由 于 (x,y) 的 任 一 邻 域 都 含有 DNG 的 点 , 在 这 
种 点 上 , 函数 值 等 于 零 , 所 以 了 在 G 上 处 处 不 连续 . 
fi (x,y) € D\G, Wl] f(z,y) = 0. 由 于 G 在 DD 内 稠密 ,所 以 (x, y) 的 任 一 邻 
域 都 含有 G 的 点 , 在 这 种 点 上 , 函数 值 等 于 1, 因而 f 在 D\G 上 也 处 处 不 连续 . 
总 之 , 我 们 已 经 证 明了 f 在 D 上 无 处 连续 , 从 而 f 在 D 上 并 不 (R) 可 积 . 
这 个 例子 是 由 Pringsheim 1301 作出 的 . 
3. (R) 二 重 积分 存在 而 两 个 (R) 累 次 积分 都 不 存在 的 函数 . 
E x 为 一 有 理 数 , 则 将 它 表 作 正 分 母 的 既 约 分 数 后 , 表 分 母 为 qu. 今 在 正方 形 
D = [0,1] x [0,1] 上 定义 函数 了 如 下 : 
Fi es Pag ^1/q, x£ 5 y 都 是 有 理 数 ， 
0, 在 其 他 情形 . 
我 们 将 要 证 明 , f 在 D 上 是 (R) 可 积 的 . 为 此 , 我 们 先 来 证 明 f 在 D 中 任 一 
无 理 点 处 连续 , 而 在 其 他 的 点 处 间断 . 
FX E, 设 (mo, yo) 为 DD 中 的 任 一 无 理 点 , 对 于 任 给 的 > 0, 只 有 有 限 个 小 于 
或 等 于 2/s 的 正 整数 , 因此 , 使 得 1/9; > e/2,1/q, > e/2 的 有 理 数 £ = ps/qz,y = 
py/qy RAARD. 于 是 , 存在 ro (注意 , ro 是 无 理 数 !) 的 5- 邻 域 ， 使 得 适合 不 等 
IÈ 1/q, > e/2 的 有 理 数 x 全 在 5- 邻 域 之 外 . 同样 , 由 于 yo 也 是 无 理 数 , 故 存在 yo 
的 所 邻 域 , 使 得 适合 不 等 式 1/qy > e/2 的 有 理 数 y 全 在 £- 邻 域 之 外 .因此 , 存在 
(zo. yo) 的 一 个 w- 邻 域 , 在 这 个 邻 域 之 中 , 若 (my) 为 有 理 点 , 则 1/9; +1/qy < €; 
若 (x,y) 不 是 有 理 点 , W f(x,y) = 0; 而 在 点 (zo,yo) 4, f(xo.yo) = 0. 由 此 可 知 ， 
当 点 (x,y) TATE (xo, yo) 的 六 邻 域 时 , 就 有 
|f (x, y) — f(xo. yo)| < €. 
于 是 , f 在 D 中 无 理 点 上 的 连续 性 得 以 证 明 . 
WE (ro, yo) 为 D 中 的 任 一 有 理 点 , 则 
f(xo.yo) = 1/dzo + l/dyo =r >0 (r 为 一 定数 ). 
因为 (xo, yo) 的 任 一 5- 邻 域 中 都 含有 无 理 点 (zx,y), 在 这 种 点 上 f(x. y) = 0, 所 以 
当 取 e (0 < = <7) 时 , 就 无 法 使 
|f (x,y) — f(xo,yo)| < €. 
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因此 , f Æ D 中 的 有 理 点 上 不 连续 . 
设 (zo,yo) 为 DD 中 任 一 其 他 的 点 , 即 ro, yo 不 全 为 有 理 数 , 也 不 全 为 无 理 数 . 
不 妨 设 ro 为 有 理 数 而 yo 为 无 理 数 , 此 时 f(ro, yo) = 0. TE (xo, yo) 的 任 一 5- 邻 域 
中 都 有 有 理 点 (ro, y), 在 这 种 点 上 , 有 
f (xo. y) = 1/qz, + 1/qy > 1/q, > 0. 
于 是 , 当 取 0 < = < 1/qu, 时, 就 无 法 使 
|f (xo. yo) — f(xo. y)] < £. 
因此 , f 在 (xo, yo) 点 不 连续 . 
现 设 了 为 D = [0.1] x [0.1] 中 的 全 体 无 理 点 所 成 之 集 , 而 五 与 Do 分 别 为 x 
轴 上 的 区 间 [0,1] 与 y 轴 上 的 区 间 [0,1] 中 的 全 体 无 理 点 , 则 有 
P. 
而 mI — mf, xml — 1 (参看 [6], pp.51—54), 由 此 得 到 m(DNXI) = 0, 所 以 f. TE 
D 上 的 不 连续 点 所 成 之 集 其 测度 为 零 . X. f 在 D 上 有 界 . 因此 , f Æ (D) 上 是 
(R) 可 积 的 . 
最 后 , 我 们 证 明 f 在 D 上 的 两 个 (R) 累 次 积分 都 不 存在 , 从 而 不 能 把 f TE D 
上 的 二 重 积 分 化 为 累 次 积分 来 计算 . 
我 们 任意 固定 y € [0.1], 4 y 为 有 理 数 时 , qu 为 一 确定 的 正 整数 , HA 
f(z,g)- l/q. l/qy, cx 为 有 理 数 ， 
0, r 为 无 理 数 . 
易 见 , p(x) = f(z,y) Æ [0,1] 上 无 处 连续 , 从 而 p(x) 在 [0,1] 上 不 (R) 可 积 , 于 是 
也 就 根本 谈 不 上 f Æ D 上 的 (R) 累 次 积分 . 
对 于 固定 的 x e [0, 1], 也 有 同样 的 结果 . 
ik 我 们 有 如 下 的 命题 : 设 f(z,vy) 是 定义 在 和 矩形 D = [a,b] x [c,d] 上 的 函数 ， 
如 果 
(i) 三 重 积分 
J f (x, y)dxdy 
D 


存在 ; 
(i) 对 每 一 x E [a,b], 单 积分 


-f f(x. y)dy 
f dx L f(x, y)dy 
fte y)drdy = 了 da [ fr. y)dy 
D 


也 存在 . 那么 累 次 积 4 


同样 存在 且 等 式 
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成 立 (参看 [33], 中 译本 pp.136—139). 
例 2 与 例 3 表明 了 命题 中 的 条 件 (3) 与 (i 是 彼此 无 关 的 . 


4. (R) 二 重 积 分 不 存在 , 而 只 有 一 个 (R) 累 次 积分 存在 的 函数 . 
第 一 例 在 [0,1] x [0,1] 上 定义 函数 f UT: 
iena l, c 为 有 理 数 ， 
DE T lay e 为 无 理 数 . 


1 
f f(z,y)dy = 1, 
0 
1 1 
/ wf f(z, y)dy = 
Jo 0 


但 是 , 对 于 固定 的 y # 1/2, 函数 yp(z) = f(x. y) 在 区 间 [0,1] 上 无 处 连续 , 因 
而 p(x) 在 [0,1] 上 并 不 (R) 可 积 , 所 以 累 次 积分 


^l ^1 
Hu a f f (x, y)da 
iit. 


X, 不 难看 出 , 当 y z 1/2 且 x 为 无 理 数 时 , f 在 点 (x, y) € [0,1] x [0.1] 不 连 
续 , 而 这 种 点 的 全 体 所 成 之 集 其 测度 为 1, 因而 了 在 [0,1] x [0, 1] 上 并 不 (R) 可 积 

这 个 例子 是 由 Thomae 作出 的 ， 

第 二 例 Ex 为 一 有 理 数 , 则 将 它 表 作 正 分 母 的 既 约 分 数 后 , 表 分 母 为 qe 今 
{E D = [0,1] x [0, 1] un PKR f 如下: 

par D a 
0, 在 其 他 情 j 
ik C 为 [0,1] 中 的 Cantor 三 分 集 , A 为 [0,1] 中 的 全 体 有 理 数 的 集 , 并 设 
glx, y) ^ f(x,y) + palz)pc (y), 

这 里 , pa 代表 集 4 的 特征 函数 . 于 是 , (R) 二 重 积分 fh fo gla y)dzdy 不 存在 (S 
看 例 2). 

任 取 xo € [0, 1], Æ ro 是 无 理 数 , 则 f(xo, y) 三 0, 从 而 


[ f(zo,y)dy = 0. 


ks ro 是 有 理 数 pes /or 则 因 分 母 等 于 quu 的 有 理 数 不 超过 quu 个 , 所 以 至 多 在 qu, 
^ y E, f(zo,y) = 1, 而 在 其 他 的 yy E, f(zo y) = 0. 由 此 可 见 , f(zo,y) 在 [0,1] 
i (R) 可 积 , H 


于 是 , 对 任 一 z € [0,1], EA 


从 而 


1 
f(zo,y)dy = 0. 
0 
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又 由 于 Cantor 三 分 集 的 特征 函数 we(y) 在 [0.1] 上 是 (R) 可 积 的 , H 
we(ty)jdy = 0. 
0 


因此 , 对 任 一 zo € [0,1]. 都 有 
1 1 1 
f soit f ista paleo) f ett =0. 
0 0 JO 
所 以 (R) 累 次 积分 fed de fe] gle. y)dy 存在 . 
另 一 方面 , 因为 pale) 在 [0,1] 上 并 不 (R) 可 积 , 故 并 非 对 每 一 yo € [0,1]. 
g(r.yo) XF x Æ [0,1] 上 都 (R) 可 积 . 也 就 是 说 . (R) 累 次 积分 


S 1 
J dy f g(x. y)dx 
0 Jo 
并 不 存在 . 


5. (R) 二 重 积 分 存在 , 但 只 有 一 个 (R) 票 次 积分 存在 的 函数 . 
dor 为 一 有 理 数 ， 则 将 它 表 作 正 分 母 的 既 约 分 数 后 ， 表 分 母 为 qe f£ D = 
[0, 1] x [0, 1] 上 定义 函数 f an TF: 
1/qz， (x,y) 为 有 理 点 ， 


sen - [y 在 其 他 情形 , 
易 见 , f ED 上 的 不 连续 点 只 有 可 数 多 个 , 因而 f 在 D 上 (R) 可 积 ,是 
1 "] 
f(x. y)dxdy = 0. 
对 任意 的 ye [0,1]. Æ y 为 无 理 数 , 则 olx) = f(x. y) 三 0, 从 而 
E 
f(z.y)dr = 0. 
Ü 
E y 为 有 理 数 , 则 
a T l/qs, cr 为 有 理 数 ， 
MEDII PENES E 0, z 为 无 理 数 . 
此 时 也 有 


E 
J f(x, y)dx = 0. 
0 


1 
总 之 , 对 任何 y € [0,1], 都 有 Í f(x. y)dz = 0, 所 以 得 到 
Jo 
d 1 
] ay f f(x, y)dx = 0. 
0 0 
另 一 方面 , 当 zo € [0， 1] H. zo 为 有 理 数 时 ， 
A ess i: y - 1/dz,, y 为 有 理 数 ， 
ply) = f(zo.y) = F y 为 无 理 数 . 
由 于 v(y) 在 [0,1] 上 无 处 连续 , 因而 它 在 [0.1] 上 并 不 (R) 可 积 , 故 累 次 积分 


f e [| fes 


也 就 不 存在 . 


由 Di, D2 DUAE onc l^, í 


LU 


LU 


人 一 和 


(ry) 


CES: 


导 到 


因此 , 两 个 累 次 积分 都 存在 . 


y 
dx » dy = drd 
rde } dy = i (im yee 
al , 元 =] 
=f | | d ; dy 
0 芝士 y (a T y)? z=0 
[ dy — 1 
Jo 199? X 
: " 2r 1 
di i= f u ( ) oj 
ij Jo lo Noc cry) 
T ) qs 1 de 
= zt dd. = 一 
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Z 
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^4 K(e, 
rd 
€ | 
^ 
P Di 
Wi 
^ 
O E 1 E 
图 29 
r—y 一: T S—5 
-dædy = ———dady- — — — daddy, 
CET M | ExE es 
Dı D» 
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6. 一 个 发 散 的 广义 (HR) 二 重 积分 , 它 的 两 个 累 次 积分 都 存在 . 
第 一 例 ”考虑 广义 (R) 二 重 积分 
fe TES: 本 
这 里 , D = {(xz,y): 09r <1,0<y <1}. S K(e,e)AEE 29 所 示 的 闭 集合 , t 
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而 
^l ^ 
Sy r—y 
— — ; dxdi =j de | — d: 
J ex "= le "lh Wr” 
Di 
1 2 一 了 
T 1 L 
E E TES g 
s; L ty, — rye 
- /2 rdi = -5 ins; 
lrd d 
jpg L JT- m 
! 1 i ilia 
=f | pomt ; dy 
e’ rc y (x t y) r=0 
1 
= -if d == jg 
因此 l , 
r—1 E 
ni “dredy -lnne- -lne = -ln > 
zd y) E 
K(e.£') ( ) 


如 果 e — 2,04 e 0+ 时 , 则 到 (a,e') 收敛 于 D. 且 二 重 积 分 的 极限 值 为 0; 
如 果 e = 22,04 € 一 0+ 时 , K(a,2e) 收敛 于 D, 且 二 重 积 分 的 极限 值 为 hn2/4. 因 


此 , 广义 二 重 积分 
Je Gro 


第 二 例 Æ D = [1, +20) x [1, +20) 上 定义 函数 f 如下: 


r? — y? 
f(x,y) = CETA 


十 oo qu 236. 412 十 co P y= 二 00 
[mf d EEe-[ Eze dz 
1 1 (a? 4- y^)" 1 c^ YA y= 


» [. dr IT 
B 1 1+z2 4 


则 
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aJo fÆ D A NS M 


其 次 证 明 广 义 (R) 二 
"C dedy 


发 散 . 为 此 , S Di = {(x,y):1 <£ <b,1 <y <b}, 4 b +œ 时 , Di F D. 
此 时 


. r? 一 2 b 5 ogi-y? 
uo ni (zr? 十 p "e n 1 (2Z2 十 22)2 Ta pe 
Dı 
y=b 
al: dx 
=1 


b 
1 
l ——— |dx 
[aim Jf 2 2 4b? -3u)* 


— ]im [arctan 7 — — arctan z] 
bb 一 十 cc 


ll 

ial 
lE 
T 
L4 
M 
"hs 
+e 
A 


3-1 


b—-4-oc 


m m D; = {(z,y): 1 Sæ < 2b,1 < y < b}, 4 b — +œ Bf, Do 趋向 于 D. 


2b b 1 
lim Jë dd — lim Í 一 一 一 一 dx 
8 一 十 ca 下 y?) b—-oo J1 bB +r? 22 十 1 


T r—2b 
lim [arctan — — arctan x] 
一 十 ec b g1 


1 
= lim (2 arctan ] — arctan p= arctan ») = 0; 
h 


Il 


1 
lim (arctan2 — arctan 2b — arctan 5 + arctan ) 
) 


bb 一 十 cc 


— arctan 2 一 T #0. 


T ay 
n f erm dzdy 天 im. f ddy, 
D 


2 


因此 


可 见 广 义 二 重 积分 [fry Erir dedy 发 散 . 


T. 广义 (A) ZER I I f(zy ara 存在 , 且 对 每 一 x € [0.1]. 积分 fy Fe 
y)dy 存在 , 但 累 次 积分 [o dz fo f(z,y)dy 不 存在 的 函数 f. 
在 [0,1] x [0,1] 上 定义 函数 如 下 : 
2^. r—(2m -1)/2? H0 « y € 1/2", 
f(z,y) = 区 二 1 
0, 在 其 他 情形 . 
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对 任意 的 = > 0, 在 矩形 [0,1] x [e.1] E, 函数 f. 只 在 有 限 个 直线 段 上 ( 即 满足 
1/2^ > e 的 直线 段 xz = (2m 一 1)/2* E) ŒF 0, 故 
f(x, y)dxdy = 0. 


0.1] x [e,1] 
当 = 一 0 时 , 就 可 得 到 
f(x, y)dxdy = 0. 
0.1] x [0.1] 
也 就 是 说 , f 在 [0,1] x [0,1] 上 的 广义 (R) 二 重 积 分 存在 . 
另 一 方面 , 任 取 x € [0， É rz (2m 一 xm 则 f(x, y) = 0. 从 而 


=f fs, y)dy — 0. 


D= f re - [7 f(x, y)dy = 1. 
0 


因此 , 对 每 一 ze [0， e " 


dir (2m — 1)/2”, Wi 


1 
| fen 
J0 


存在 . 由 于 形 如 (2m — 1)/22 的 点 的 全 体 在 [0,1] 内 是 稠密 的 , 所 以 函数 p(z) 在 
[0,1] 上 无 处 连续 , 从 而 累 次 积 


1 ^1 
f d f Pedy 
0 0 
不 存在 . 


注 对 于 常 义 (R) 二 重 积分 , 我 们 有 如 下 的 命题 : 设 f(z,y) 是 定义 在 矩形 
D = [a,b] x [c,d] 上 的 函数 , 如 果 


(i) 二 重 积分 | 
f f(x, y)drdy 
D 
存在 ; 


(ii) 对 每 一 ze [a, b], 单 积 分 
= f rent 


i dr f f(z, y)dy 
f| 1e atn = [ dr y f(x, y)dy 
H Ja c 


成 立 (参看 [33], 中 译本 pp.136—139). 上 述 反 例 说 明了 对 于 广义 (R) 二 重 积分 而 
言 , 相应 的 命题 并 不 成 立 . 


也 存在 , 那么 累 次 积 


同样 存在 且 等 式 
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8. 函数 f(x) 5 g(y). 它们 分 别 在 0 & z < oo B 0 y «oo 上 广义 (R) 可 
FA, 但 f(r)g(y) 在 [0. +2) x [0, +œ) 上 并 不 广义 (R) TA 
TE J, = [0, +00) 上 定义 函数 
f(r)—sinr/n 2(n— 1r Sæ <2nr, n=1, 2 e; 
又 在 h = [0, +20] 上 定义 函数 
gly) =siny/n, 2(n-— l)n <y < 2nmr, n-—1L2.- 


h(x,y) = f(x)g(y). (x,y) € h x I». 


易 见 , f(x) 5i gly) 分 别 在 五 与 五 上 是 广义 (R) 可 积 的 , 且 其 积分 值 为 0. 

AE h(r, y) Œ h xh ERX (R) 可 积 . 事实 上 ， 如 果 h(x.y) TE I x I 
上 是 广义 (R di 那么 |h(r y)| 在 五 x 五 上 也 应 当 是 广义 (R) 可 积 的 (注意 ， 
广义 (R) 二 重 积分 是 一 种 绝对 收敛 积分 , 这 有 别 于 广义 (R) 一 重 积分 , 参看 [33], 
中 译本 pp.220 一 225). 然而 


2nr 2mr 
lim im f f [h(x, y)|dxdy 
v 2n7 2m 
l |f (x)] e lim Í cv) Ji 
neo p m= Jo 
m 2kr 
lim EL ee Yl dy ds 
m-»oo 2(k—l)n k 
2nv "n 4 
"E " |f (2)] LN k dx = +00. 


因此 , Aley) Æ D x 1 上 并 不 广义 (R) 可 积 , 从 而 h(z.y) YE h xh EJ X 
(R) 可 积 . 

注 对 于 (L) 积分 , 我 们 有 如 下 的 命题 : 设 f(z) 在 R! 上 可 积 , gly) 在 R! 上 
可 积 , 则 f(z)g(y) 在 R! x R! 上 可 积 (参看 [6], pp.116—117). 上 述 反 例 说 明了 对 
于 广义 (R) 二 重 积 分 而 言 , 相应 的 命题 并 不 成 立 . 

X. 如 果 f(x) 5 gly) 分 别 在 有 限 区 间 [a,b] 5j [c,d] E (R) 可 积 , 那么 f(x)g(y) 
在 [a,b] x [c d] 上 也 必 (R) 可 积 (参看 [33], 中 译本 , p.145). 上 述 反 例 也 说 明了 不 
能 把 这 个 命题 推广 到 无 穷 区 间 的 情形 . 

9. [0,1] x [0,1] 上 的 一 个 (L) 可 积 函 数 f(z,y)， 而 并 不 对 每 一 x & [0,1]， 使 把 
f(x.y) 看 作 y 的 函数 时 , CE [0,1] 上 是 (L) 可 积 
第 一 例 在 [0,1] x [0,1] EXE XC PRI f: 
. 1/j?, r—-1/2H0«yc«l 


I 
3 


ll 
IB 
8g" 


0. 在 其 他 情形 . 
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易 见 , f 在 [0,1] x [0,1] 上 是 (ZL) 可 积 的 , 且 其 积分 值 为 0. 但 是 , f(1/2, y) 在 [0, 1] 
上 并 不 (L) 可 积 . 
第 二 例 在 0 < x € 1 ETE Cantor 三 分 集 C. 过 C 的 每 一 点 作 直 线段 
0x y < 1, 再 在 每 条 这 种 直线 段 上 作 不 可 测 集 V... 这 里 x € C. 然后 在 [0,1] x [0. 1] 
上 定义 函数 fO: 
0, zel[0,iN\G,0gvy<g1, 
1l, ZzEC,y EV, 
0, r€ C,y€V,. 
由 于 U.ecV, 是 OR? 中 的 零 测度 集 , 所 以 f(x. y) 是 [0,1] x [0,1] 上 的 有 界 可 测 函 
数 , 因而 它 在 [0,1] x [0,1] 上 是 (L) 可 积 的 . 
另 一 方面 , 当 ro € C 时 , f(ro. y) TE [0.1] 上 并 不 (L) 可 测 , 从 而 它 在 [0,1] 上 
并 不 (L) 可 积 . 
ik 我 们 有 如 下 的 Fubini 定理 : 设 f(r.y) 是 R? = R! x R! 上 的 (L) aR 
数 , 则 
(i) 几乎 对 所 有 的 x e R', f(z,y) Æ y 的 (L) 可 积 图 数 ; 
(ii) 几乎 处 处 有 定义 的 函数 
(x) = | te, Way 
in 


f(v.y) = 


在 R! 上 是 (L) 可 积 的 ; 
(ii) 有 下 述 等 式 成 立 : 


J| emen = f de f tevas 


R! R! 


1 
(参看 [6], pp.114—116). 上 述 反 例 说 明了 Fubini 定理 的 第 一 结论 不 能 加 强 为 对 所 
有 的 re R! 将 f(z,y) 看 作 y 的 函数 时 乃 为 R! 上 的 (L) 可 积 函数 . 
10*. [0.1] x [0, 1] 上 的 一 个 不 可 测 函 数 , 它 的 两 个 (L) 累 次 积分 均 存 在 且 相 等 . 
Wt A X I= [0,1] x [0,1] 中 的 一 个 不 可 测 子 集 , 它 与 每 一 平行 于 c 轴 的 直线 
及 每 一 平行 于 y 轴 的 直线 至 多 只 有 两 个 交点 (参看 第 十 三 章 例 15). fe I EXE XR 


数 f P: 

quu Jb GuUeA. 

f(x,y) = n amena 
由 于 4 为 工 的 不 可 测 子 集 , 所 以 f 是 工 上 的 一 个 不 可 测 的 函数 , 从 而 它 在 1 上 的 
(L) 二 重 积分 也 不 存在 . 

另 一 方面 , 对 每 一 zo € [0,1] X yo € [0,1], $ As, = (y : (zo. y) € I} 与 集 
Ay = {z : (2,90) € I} 至 多 仅 由 两 个 点 组 成 , 所 以 对 每 一 ze [0,1], 都 有 
d 


f(x, y)dy = 0. 
0 
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a. f(z, y)d. 
[ dz > f(z, y)dy = fa. dy K ET 


11. [0,1] x [0,1] 上 一 不 可 测 函 数 , 它 的 一 个 (L) 累 次 积分 存在 而 另 一 个 不 存在 . 

构造 这 个 例子 , 需要 连续 统 的 假设 . 根据 连续 统 的 假设 , [0, 1] 中 的 点 一 一 对 应 
于 第 一 、 二 类 序数 (参看 [89]): 

At 02503;* en Out sg. nte (1) 
在 x 轴 的 区 间 [0,1] 中 取 不 可 测 集 A, 用 A 作 R? 中 的 集 : 
E = {(x,y):x € A, 在 (1) 中 zz 位 于 yy 前面, 0<x<1,0<vy<1}. 
并 在 [0,1] x (0, 1] 上 定义 函数 S: 
tew- a 


(i) hj (x, yo)dx 的 计算 . 
任 取 yo € [0, 1]. 设 在 (1) 中 , yo = ap. 在 yo 前 面 的 只 有 可 数 个 . 由 f(x, y) 的 
定义 , f(z,yo) 除 可 数 个 点 外 等 于 0. 所 以 
1 


f(x, yo)dx = 0. 
0 


" wf f(x. y)dcv = 0. 


Gi NM (zo, y)dy 的 计算 . 
a) xo € A 的 情形 . 设 在 (1) P, zo = av. 若 (xo, y) € E, W y 在 (1) 中 的 号 码 
> v; 相反 的 时 候 , y 在 (1) 中 的 号 码 < v. 所 以 f(zo,y) 除 可 数 个 点 外 等 于 1. 即 
noun 
b) zoE4 的 情形 .根据 E 的 定义 , 任何 y 都 不 使 (zo,y) 属于 E. 于 是 由 
f(xo,y) 的 定义 , f(xo,y) = 0. 所 以 
Í f (zo, y)dy = 0. 
因此 , plx) = IE (x, y)dy 成 了 不 可 测 集 4 的 特征 函数 , 所 以 hs dx Ded. f(x, y)dy 不 
存在 . 
m f y) ) f i 1] x (0, 2 上 是 不 可 测 的 . 


同 理 , 对 每 一 ye [0, 1], 也 


因此 


从 而 


[0,1] me (L )n siu. 于 是 , 据 Pobini 定理 ， f is h x m ij 上 Elit tor RA 
均 应 存在 而 且 相 等 . 此 为 矛盾 
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12*. [0.1] x (0, 1] 上 的 一 个 不 可 测 函 数 , 它 的 两 个 (L) 累 次 积分 存在 而 不 相等 . 
在 例 11 里 , 不 取 4 而 取 [0, 1], 则 有 


f u f rmm o ferf tet 

易 见 , 这 个 函数 不 会 是 可 测 的 . 

13. 一 个 可 测 函 数 , 它 的 两 个 (L) 累 次 积分 一 个 存在 而 另 一 个 不 存在 . 
第 一 例 Æ I = [0,1] x [0,1] 上 定义 函数 f 如 下 : 


1 1 1 1 
ay, (r,y)€ | 过) x |i- zm). 


F(x. y) = " 1 1 L : 
b,. (x.y) € l— 31-3 x L= wu e 3 


0. 在 其 他 情形 . 
这 里 , 而 = 2,5, = —2a,,ü,41 = V sd —2b, (v — 1,2,---). SW, f dI 
的 可 测 函 数 , 且 对 任 一 ye [0,1]. Æ yE- ub. 1 d). JU f(r y) = 0, 从 而 


人 f(x, yar = 0. 
0 


& ye[l-gbl-z), Bl 
1 d—3 1—3 FI 
f(x, y)dx = / a,dx 十 f b, dr 
J1—z 1-35 


0 zT 27 


FI c di == 以 


d 
/ f(x,y)dz = 0, 
0 


总 之 , 对 每 一 y e [0.1], 都 有 


因此 
faf f(z, var = 0. 
一 方面 , 对 于 1 一 Fr 和 z<1 一 将 必 一 1,2,:),7H 
1 = 1— 3 
f f(x. y)dy = t b, 1dy + n a dy 
0 Ji- Jii 
b, a ba 1 ù Dp 
z Qv-1 | z 2v—1 z ) qm 2b, 1] 
一 ( 1j^-9» 1 
PS 
E 1 1 
A= U i 92v—2 d zm) 》 
1 1 
B= 1 02v—1 d 22v 
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[15.13] 
则 
1 
m TON ; zd 120-2 .. 
[ef f(x, y)dy = 32 1) = +00, 
ji 1 
dx r.y)dy = = qr! - 65. 
2 rj fadus 24 oo 
由 此 可 见 , 累 次 积分 Lh dz fp f(x, y)dy 不 存在 . 
第 二 例 Æ I= [0,1] x [0,1] 上 定义 函数 f: 
TE | NE. 
1/ (2-3) , 0g zl 
f(z,y) = 0 y> 2-3: 
0, y — 0. 
于 是 , 当 0 <y < 1/2 时 ， 
i =y+ 4 1 d 1 
/ fr, war= | ———— —3 dt 4 J 3 dc 
0 0 (s EN 3 vti (e H 5) 
2 - 39 
r=-y+4 ql 
"M e. PAP 1 =0. 


因此 


另 一 方面 ， 


6 
H 5) (« = 5) 
因此 , RREI dx jh f(x,y)dy 不 存在 . 
这 个 例子 是 由 Sierpiiiski 52 作出 的 . 
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14. 一 个 可 测 函 数 , 它 的 两 个 (L) 累 次 积分 存在 而 不 相等 . 
TE I = [0,1] x [0,1] 上 定义 函数 f: 


1 1 1 1 
ay, (x,y) E |.- zn) x h-i) 


fis yg) -— 1 1 1 1 
by. (zr. y) 1 gl 2v41 x |1— 2v-1 ?下 一 2v 1 


0, 在 其 他 情形 ， 
其 中 aj = 2, b, = —2y; Gp] = 2v! 一 2b, (v =1, 2,*^ 2 TE, fÆ = 了 上 的 可 测 
PRA EDSHEEfR] y (0 € y < 1), 都 有 


" f(z,g)da = 0: 
1 

i f(x. y)dy = 1. 
0 


1 1 1 1 
dy f(x, y)dx = 0, / dx f(x, y)dy = 1. 
0 0 Jo Jo 


15. 一 个 可 测 函 数 , 它 的 两 个 (L) ROKTRAAMETEBLIBSS, 但 它 并 不 (L) 可 积 . 
第 一 例 在 万 =[-11Hx [11 EXE X ERAI f : 


ry/(x? y?) a? y? 0, 
f(x,y) = 
0; g= y= 0; 


若 将 两 个 变量 rz,y 中 国定 一 个 , 则 f(z,y) 力 是 男 一 个 变量 的 连续 函数 , 所 以 


f. (x2 ryp 
对 于 [-1,1] 中 的 所 有 的 z 是 存在 的 . 由 于 被 积 函 数 是 奇 函 数 , 所 以 积分 之 值 等 于 


零 , 由 是 
f: JN ài f [t 


可 是 f 在 D 上 并 不 (L ; SA 因为 如 果 f 在 D 上 是 (L) 可 积 的 , 那么 f 在 
部 分 正方 形 D* = [0,1] x [0,1] 上 亦 应 为 (L) 可 积 . 于 是 , 应 该 存在 着 有 限 积分 : 


1 $ 
E 
ded iy 
人 CETA 


但 这 名 话 并 不 成 立 . 因为 当 x 关 0 时 ， 


而 对 任何 z (0 < x < 1), 都 有 


因此 


Ty , 1 T 
Í (r+ T 9x ^ 2(a21) 
这 个 函数 在 [0,1] 上 并 不 (L) 可 积 , 乃 得 矛盾 . 故 f YE D 上 也 不 (L) 可 积 . 
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第 二 例 Æ = [0,1] x [0,1] 上 定义 函数 f: 
人 l nd , loas 
Gy, T.H 2v-1" 2v 5 ^ 9v-1" -zx) $ 


f(z,y) = - l 1 1 I 
by, (x,y) € l- gmt T pF x l= 3 y 


0, 在 其 他 情形 ， 
这 里 , aj = 2 by = —205,0,44 = 2711 — 9b, (v = 1,2,» ). F 
f(x,y) = f(x,y) + f(y, x), 
则 fÆ 上 的 可 测 函 数 ， H 
1 1 
了 dx T^ ms a= f a f f° Gi, y)dx 
) J0 
(参看 例 14). 今 证 f* 在 I 上 并 不 (L) 可 积 . 事实 上 , 应 用 归 雇 法 可 证 
ay = 2"(2" — 1). 


x 
1 1 1 1 1 
mm I 2v—-1 1 x) x LE 92v 1 x) = 92v? 
1 1 1 1 
m -z I-x)*|! 59i 1 x) meri] 
PAS 
5 
1 1 1 1 
A= f arc z)” -zmei-u) 
v 
1. 1 1 1 
B = U i 2t zu) x [ 9v—-1 x) 
则 


fr (2 pe o2 uv. gor Vom +00, 
jn T. (2 y)dady = 5 bu -m - DP = —OQ. 
V 


由 此 可 知 , f* Y 34530 ) 可 积 
ik 我 们 有 如 下 的 命题 : 设 f(x,y) 是 [a,b] x [c,d| 上 的 非 负 可 测 函数 , H. (L) 


累 次 积分 i 
f dz 1 f(z,y)dy 与 f dy f fevd 


中 有 一 个 存在 , 那么 f 在 lab] x [ed] 上 必定 (L) "TRA, 此 时 , 另 一 个 (L) 累 次 积 
pcc f Æ [a,b] x [c,d] 上 的 积分 值 (参看 [6], p.116). 
反例 说 明了 在 这 个 命题 中 , 函数 f 的 非 负 性 的 条 件 不 可 去 掉 . 
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16*. [0.1] x [0.1] 上 的 一 个 函数 f. 使 对 任意 可 测 集 E C [0.1], F C [0,1]. 恒 有 
fj; d fp f Cr. y)dy = fp dy fp f, y)dx, 4E f Æ [0,1] x (0, 1] ER (L) TFR 
下 面 的 例子 是 由 duxrenroavu PU 作出 的 . 为 构造 这 个 例子 , 先 要 做 一 些 准备 
Tg. 
在 R? 中 , 取 平 行 于 坐标 轴 的 矩形 
D = { (zy) :a Sz < bey sdh 
HA [a,b] x [c,d]. 用 与 c 轴 平 行 的 直线 n 等 分 D 为 
D, = jub] x [sde P= pei at 
再 用 与 y 轴 平 行 的 直线 , z — hlo 等 分 D, 为 
po» = [a (Av) p x [cu,d i 
这 里 A, = 1,2, zv; 是 任意 的 偶数 (IE 30 和 图 31). 


f [ EB 
*il-|-|-|-|-!-4!- 
d 2 
T m 
- | 
m= 1,2) 0142 n = 2, z2 = liliz = 8 


图 30 图 31 


作 函 数 olz. y) (E DU (Ap = 1,2,--- ze = 1,2,- ,n) E, $ 
pley) = (1). 
我 们 先 来 证 明 : 如 果 E, F di |a, b], [c. d] 的 可 测 集 , 那么 


fe he p(x, y)dy| < D falfa (x, y)dx <, 
这 里 , |D| REHE D = [a,b] x (e. 4 TE 
在 证 明 中 , 我 们 把 [fy ple y)dedy 简称 为 4 的 积分 ( 附 图 说 明 亦 如 此 ). 
(i) 考虑 


AQ? = la? B] x fed]; An m Ln st 


* 354- 实 分 析 中 的 反例 [15.16] 


n-1l, 
Zi A Aa) eran E. LUI 
—^TAQU 的 积分 是 一 ， 
2 " 
有 A AQ? 的 积分 是 P, 
zi 
n=2 f, 
z " 4 |D 
有 2 个 AP? 的 积分 是 P, 
Z2 
有 ZA AP? 的 积分 是 0 
2: (A. -|D 
有 2 个 AQ? 的 积分 是 P 
22 
一 般 则 有 
v oca JO we IDI 
27"z4 个 Ax 的 积分 是 (n 一 2v) : (1) 
v ifn 
这 里 v= 0,1,2, n. 
事实 上 , 设 将 D 分 成 
AV) = | 本 | x [ad] (An-i- 1,2,-:* 422-1) 
时 (1) 是 对 的 . 积分 是 
ID| 
; = | 
2 : v) (n 一 1)24—1i 
的 每 个 At 被 分 成 n 个 AQUI. 其 中 一 半 的 积分 是 
D 
(n — 2v) DI à (2) 
TLZ. 
另 一 半 是 和 
D 
[n — 2(v + ,,1l (3) 


nzn 
注意 , DP. 是 这 分 法 里 最 小 的 “矩形 单位 ”的 面积 . 分 出 来 的 AT) 符号 未 动 的 应 


在 (n — 1—2)12E 再 添上 一 个 B, 符号 变动 的 应 在 (n — 1 —2v)12L 再 减 去 一 个 


nzn Ws 


LDL, 即 得 (2), (3). 所 以 积分 等 于 (n — 2v) P. 的 AC? 的 个 数 是 


n—l T n-—1 gnti, E nn. 
V y —1 TE v i 


Gi) 特别 取 积分 是 正 的 AQ 积分 的 值 的 和 是 jo |D) 


[2] 
1 n 
Hn = Non Yn a 2v) (C) 


Il 

y|- 
iMa 
L pls 
-~ 
4 aÒ 
S j 
is 
b EN 4 
| 
ETT 
NV sS 
| | 
— = 
ped 
— 
Il 

Yj 
A aA 
DIS | 
[一 一 Ls 
SS 


四 2p 
H2p = H2p+1 > 92pl p , 
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Hn 与 lila, AE iin XX. 进一步 估计 之 ， 得 


TTE MN (55 $ 8)... [Eep 1] 
PER Hapri 2J/2p +1 2 4 4 2p. 2p i 
最 后 的 根 号 内 的 因子 均 小 于 1, 所 以 


Hn < 


1 
2/n' 
(ii) FA {y : Jp er. y)dz > 0) 可 以 含 于 由 [cv dy] 组 成 的 区 间 并 Fo 里 . 显然 ， 


f eG y)dedy < f dy f eats = | as f p(z, y)dy. 
ExF Ph B y Fo 


同 理 , E {zx : f p(z y)dy > 0) 可 以 含 于 由 [a ,bo 组 成 的 区 间 并 Eo 里 . 


所 以 
E (z. y)dxdy < Í de f e (x, y)dy = f » (x, y)dxdy. 
Eo Fo 
ExXF Eo x Fo 
由 (ii), 
(x, y)drdy € Hn |D]. 
EXF 
同 理 ， 
f p(z, y)dzdy > 一 An - |D]. 
ExF 
HI 


| 
2/n. 


J p(z, y)dxdy| < 
xF 
(iv) 有 必要 时 , 将 E 分 成 


E, = t : Í p(x, y)dy > o} 及 B= t i ji p(x, y)dy < o}, 
F F 
dx 


则 立刻 推出 
/ p(x, y)dy <, E (zr, y)dx| < < E 
F 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


取 正 方形 工 = [0,1] x [0,1], 分 出 小 正方 形 ( 见 图 32) 


1 1 1 1 
Py = ET x ET (k= 1,2,...). 


以 每 个 Pe 为 上 述 的 D, 作 同 样 的 函数 prle, y). 不 过 这 回 取 
n = nk = 9k lh =l == lap = 2 
fE I = [0,1] x [0,1] 上 定义 函数 
o a J 2ei(z, y). (2y) € Pe. 
loin P 在 其 他 情形 
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Pi 


f YE [0,1] x [0.1] 上 并 不 (L) 可 积 , 因为 


i [ |f (Gc, y)|dzdy > > 人 "i |f (x. y)ldrdy = N 


k=] Py 
f 满足 要 求 的 性 质 . 
事实 上 , i E,F 是 [0,1] 的 可 测 集 . 令 


I 1 1 1 
zo Jk- za) norn (kgh) 
由 Fubini 定理 ， m 积分 存在 : 


de f f(x, y)dy = 2?* 1 vir. y)dxdy. 
Ek F 人 


Ex x Fk 
/ f(x, y)dy di da 
F Ek 


| exe, y)dy 
Fk 
Hi dr 

Ey 


[fem 3 
k=1 
nz ncm 


Lef Js gidp 
也 存在 . m (4), 


上 us f(x. y) y= ni i (r, y)dxdy. 


Ej x Fk 


[af rom - Y » ni yr, y)drdy. 


k=l — EXFL 


再 由 (1). 


/ dx 
J Ek 


Nr 
所 以 


因 之 , 积分 


同 理 ， 


« o2 PL = 


[15.16] 
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注 根据 Fubini 定理 , 当 f(x,y) 在 [a,b] x [cd] E (L) 可 积 时 , 它 的 两 个 累 
积分 存在 且 等 于 f f£ [a.b] x [cd] 上 的 积分 值 . 例 15 说 明了 它 的 闭 命 题 并 不 成 
人 Bd 步 指出 , 即使 对 任意 可 测 集 E C [a.b]. F C [ed], HA 


f. f. f(x. ty - f asf f(x, y)dz, 
不 能 保证 f E [ab] x [ed] 上 的 (L) 可 祝 性 
17. 一 个 间断 函数 f. 使 Tg x ydr 是 连续 函数 . 
设 f(z,y) = sgn(z — y), 并 令 
1 
F(y) = | f. yydr. 
由 于 积分 区 间 为 0<x<1, 故 当 w «0H, 


f(z,y)= 1; 
当 0<y<1 时 ， 
=l dixe 
f(z,y)= 40, zr=y 
1 roy 


当 y==1 时 ， 


Moy PB, 
f(x,y) = 一 1. 
因此 , 当 y « 0 时， 
rw= f ldw = 1; 
Jo 
MOocy«clHf, 


y 1 y 1 
= / f(x, y)dx «f f(x. y)dx = l (一 1)dz + ldx = 1 — 2y; 
0 y 0 y 


当 y 之 1 时， 


合并 以 上 结果 得 


l; y <0, 
F(y)—-41-2y, 0<y<1l, 
—1. y 21. 


- 358 ， 实 分 析 中 的 反例 [15.20] 


18. 函数 f, 使 f fi : y)dr 是 间断 函数 . 
t fley) 5 y/(xr* - y^), 并 令 ! 


0 HH Ty 
因为 
Pi y 1 
F(y) = / —;  .,d«* = arctan =, 
0 +y? y 
所 以 


F(0+)= lim F(y) ^ */2 » 0. 
y 一 0 十 


X. F(0) 20, 可 见 F(y) Œ y = 0 处 是 间断 的 . 

注 ”容易 证 明 , # f E D= [ab] x le dj 上 有 定义 并 且 是 连续 的 , 则 

F(y) = 了 f(s)dr 

是 区 间 [ed] 上 的 连续 函数 . 例 18 ior ped uei 函数 了 在 D 上 连续 的 条 
件 是 不 能 去 掉 的 . 例 17 则 说 明了 这 个 条 件 也 不 是 必要 的 ， 
19. 一 个 连续 函数 f. 使 ”f(x,y)dz 是 间断 函数 . 

TE D = [0, +00) x [-2,2] 上 定义 函数 

sin(1—y?)z/z, xz Z0, 
f(r,y) = 


9 


L—3*; 入 —U. 
易 见 , f 是 D 上 的 连续 函数 . 考虑 积分 
F(y) = UP sin(L- ga da. 
0 
当 |y|= 1 时, F(y) — 0. 24 |y] <1 Hf, 作 变 换 t= (1— y?)z, 则 
十 Ge 点 
F= nnt — us 


当 |y» 1 时, MEER t= - (1 — a?) WI 
Foa sin t T 
因此 , F(y) f£ y = +1 处 不 连续 . 
ik dE f Æ [a +) x [c,d] 上 连续 且 积 分 
上 f(z y)da 
ÉF y 在 区 间 [c, d] 上 一 致 收敛 , 则 积分 pg (z, y)dx 是 y 在 区 间 [c,d] 上 的 连续 
函数 (参看 [T], pp. 701—702). 上 述 反例 说 明了 在 这 个 命题 中 , 积分 三” f(z,y)dz 
XCF y 在 区 间 [ed] 上 一 致 收敛 的 条 件 是 不 能 去 掉 的 . 
20， 一 个 一 致 收敛 的 参 变量 积分 , 不 能 以 与 参数 无 关 的 收敛 积分 为 优 函 数 ， 
所 谓 存 在 着 与 参数 无 关 的 收敛 积分 作为 被 积 函 数 f (m, y) 的 优 函 数 , 是 指 存在 
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着 函数 olx). 使 对 一 切 y, 不 等 式 
|f (z.y)] < y(x) 
恒 成 立 且 积 5 p et r)dz 收敛 . 
ctim "P 
[= > Pale- ug 0 «1 : 
d " £r (0<y<1) 


我 们 先 来 证 明 , 积分 是 一 致 收敛 的 . 为 此 , 作 变 换 1/y — t. 则 


Foo 
pz e (st) qr (1 <t 上 < 十 cc). 
1 
我 们 只 要 证 明 , 对 于 任 给 的 e > 0, 存在 着 与 上 (1 < 上 < oc) 无 关 的 正 数 M, 可 使 
Too 


e f e-t) d; < e. 


为 了 这 一 目的 ， 我 们 再 作 变换 u y= -- Hs — t), 则 


» ] "99 2 
f e f -t dz = i/ e * du. 
M t Jiu) 


现 分 三 种 ; 情形 来 讨论 . 
(i) B1 < t < M/2, 则 因 S e du Wk lote fep M, M > M 时 ,有 


1 "oo 
d -w du < E e^" du <e 
t(M— "à M 


(ii) 设 M/2 < t < M, 则 存在 正 数 Mo, 当 M > Ms Wf, 就 有 


1 Toc 2 2 Too 
Ji e" dux — -v* du < e. 
t Ji Mt) M Jo 
(ii) Bb t > M, 则 当 M > Mà 时 , 就 有 
十 ea +œ 
3 e^" du x ul e^" du < vm ZE. 
M Js 


t Ji(M—t) 


因此 , 当 M > max{ M, M3) m, n 可 使 
e` t? (z—t)? dr <€. 
M 
即 所 论 积 分 对 y EBU. 
另 一 方面 , 不 存在 e 7) 的 优 函数 wp(z). 事实 上 , 若 取 y = 1/z, 亦 即 
r—1/y-0, 于 是 由 


2 
e m3) 


< (zx) 


得 到 yp(z) > 1, 因而 积分 ”yp(z)dz 发 散 . 由 是 不 能 用 优 函 数 的 方法 来 证 明 积 分 
了 的 一 致 收敛 性 . 
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严格 递增 函数 , 2.0 
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